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1 Linienintegrale

1.1 Die mechanische Arbeit als Linienintegral

Wir gehen der Frage nach, wie sich die kinetische Energie

mit der Zeit dndert. Es ist

AT M 545.5)=mv.
dt 2 B
Mit der Beschleunigung d@ = ¥ und dem Newtonschen Grundgesetz F = md wird
dT GG —F.7
—=md-V=F-V.
de

Es resultiert eine Bilanzgleichung fiir die kinetische Energie. Diese besagt, daf} deren zeitliche
Anderung gleich der Leistung der Kraft ist. Die Anderung der kinetischen Energie im Zeitin-
tervall t; <t <t ist

ty

AT = J—dt—J F-vdt Jﬁ %dt

t
Fiir die eindimensionale, durch die Zeit t parametrisierte Bewegung ist

dx
dx(t)=—dt.
x(t) = m
Dann ist die Anderung der kinetischen Energie zwischen dem Anfangspunkt x; = x(t;) und

dem Endpunkt x, = x(t,) der Bewegung,

ty X3

ATZJF%dtZJFdXZW
de

t X

die Arbeit, welche die Kraft F bei der Verschiebung etwa eines Massenpunktes von x; nach x,

verrichtet (,Arbeit = Kraft x Weg").

In drei Dimensionen haben wir &
7
dF(t)= — dt
7(t) = i

und damit allgemeiner das Linien- (Kurven- oder Weg-)Integral
ty

fF—dr dt—Jﬁd?=W.
dt
C

ty
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Darin bezeichnet C die Kurve im Raum, die den Anfangspunkt P; mit dem Endpunkt P, ver-
bindet.

Offensichtlich wird keine Arbeit verrichtet (W = 0), wenn F-v=0 ist, die Vektoren F und
v also aufeinander senkrecht stehen. Dies ist beispielsweise bei einer horizontalen Bewegung
im homogenen Schwerefeld der Erde oder im Magnetfeld (Lorentzkraft F = q¥ x B L ¥) der
Fall.

Explizit konnen wir fiir ein Vektorfeld

F=F(x,y,2){+ Fz(x,y,z)7+F3(x,y,z)_I€ mit df=dx-i+dy-j+dz-k

auch

W:J‘(F]_ dX+F2 dy+F3 dZ)
Cc

schreiben.

Interpretation 1: f Fdr
o

Wir haben ein Vektorfeld F(x, y,z) im ganzen ZA
Raum und eine Kurve C mit ihrem Anfangs-
punkt P; und ihrem Endpunkt P,. Das Linien-

integral stellt eine Summation aller Skalarpro- P
dukte F - d7, gebildet an allen Punkten dieser
Kurve C mit den Vektoren F an diesen Punkten,
dar. F

ty
Interpretation 2: f F-vdt

t
Wir parametrisiereln die Kurve C durch die Zeit
t. Der Massenpunkt ist zur Zeit
t; <t <ty am Ort 7(t) und ,spiirt dort die T
Kraft F[x(t), y(t),z(t)], auch wenn das Kraft-
feld selbst nicht explizit zeitabhingig ist.

Das Linienintegral ist unabhingig von der physikalischen Interpretation.

Fiir die Ausrechnung von Linienintegralen miissen diese durch eine unabhéngige
Variable ausgedriickt (parametrisiert) werden.

Dazu gibt es im allgemeinen mehrere Méglichkeiten.

1.2 Linienintegral und Wegabhingigkeit. Beispiele

Wir berechnen das Linienintegral

fiir zwei Kraftfelder und je zwei Wege.
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1. Schritt Wir wihlen zwei Wege 7 = 7(t) = x(t) - 1 + y(t) - j + z(t) - k, die durch die Zeit ¢
parametrisiert werden, ndmlich:

Weg 1:

Es sei

7 =Rcoswt-1+Rsinwt-j+ct-k

mit
27
0<t<—, c=const
w
Anfangspunkt:
?1 =R- _.), ra= R
Endpunkt:
R 27C 4m2c2
Fp=R-i+——k, ry=\|RP+—
w w

Diese Parametrisierung beschreibt zusammen mit dem Anfangs- und Endpunkt eine Windung
einer Kreisspirale. Durch die Ableitung des Ortsvektors nach dem Parameter t gelangen wir
zu der Geschwindigkeit

17=coR(—sincot-?+coswt-7)+c-§.

Weg 2:
Nun sei
o T - - -
. ™ 7=Rcoswt-i—Rsinwt-j+ct-k
Z
T d-2-=a ~ .
4 — 0<t<—.
o g % | e
| 2 . .
,/ - s __:__ ey i e Dieser Weg hat den gleichen Anfangs- und
~—, < + Sl TN Endpunkt wie Weg 1 und beschreibt die
IT‘_;; e ) Kreisspirale mit entgegengesetztem Win-
! - dungssinn. Die zugehorige Geschwindigkeit

1st

Nt ~ =
//P : — R i
7
X o - -
y V=—wR(sinwt-i+coswt-j)+c-k.

2. Schritt Wir wihlen zwei Kraftfelder F und berechnen fiir jedes der beiden die Arbeit W
entlang beider Wege.
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Kraftfeld 1:
F=a(yi—xj)+ fok

* Weg 1: Entlang des ersten Weges findet der Massenpunkt zu verschiedenen
Zeiten t das Kraftfeld

F = aR(sinwt -1 — cos wt -7) +f0E

vor, und damit ist
F-¥ =—awR? + cf, = const.

Die Arbeit entlang des ersten Weges ist
21/ w o
Way = f F-vdt = ==(—awR?+cfy) = —2maR? + fyz, .
w
0

* Weg 2: Auf seinem zweiten Weg durch das gleiche Kraftfeld erfihrt der Massenpunkt
die Einwirkung anderer Kraftvektoren als auf dem ersten Weg,
ndmlich

F=—aR(sinwt -1+ coswt-]) + fo -k

und damit
F-¥ = awR? + cf, = const.

Die Arbeit berechnen wir zu
21 9 9
W) = - (awR* +cfy) =2maR” + fyz, .

Wir stellen fest, dal W(;) # W(y) ist. Je nach Weg ist die Arbeit unterschiedlich und somit
wegabhdngig.

1.3 Linienintegral und Wegunabhingigkeit. Beispiele

Kraftfeld 2: Das zweite Kraftfeld ist das Zentralkraftfeld

>

=

ﬁ_a
r2

fiir das — je nach der Bedeutung von a — das Newtonsche Gravitationsfeld und das Coulomb-
Feld Beispiele sind.

* Weg 1: Die Kraftvektoren entlang des ersten Weges sind

P Rcoswt -1 +Rsinwt -f+ct -k
—a (R2 + ¢2¢2)3/2

Damit folgt
Fopo_ oot
V= (R2 + c2¢2)3/2’
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und die Arbeit ergibt sich zu

21/ w
W(l) = J ﬁl_; dt
0

a

a—
VRZ ¥ 22

1
R

1 21/ w

0

1 (1 1)
——— | =a(——— .
9 o 4m2c? r r
R2 4 4¢ 1 T2

Wir stellen fest, dafd das Resultat ausschliel3lich von den Koordinaten des Anfangs- und

Endpunktes abhingt.

* Weg 2: Dieses Kraftfeld ist mit der Parametrisierung des Weges durch die Zeit t

und damit

=

=Qa

R

coswt -1 —Rsin wt -f+ct -k

F-v=

(R2 + c2¢2)3/2

. ac’t
(R2 + c2t2)3/2°

Da F - ¥ und ebenso die Anfangs- und Endpunkte fiir beide Wege iibereinstimmen, er-
halten wir fiir dieses Kraftfeld schliel3lich

Wia) = Wa).-

Es ist offensichtlich, dal$ die Arbeit fiir die beiden unterschiedlichen Wege gleich und
somit wegunabhdngig ist. Da die Wege fiir beide Kraftfelder gleich sind, muf} es an den
Kraftfeldern liegen, ob die Arbeit wegabhéngig oder wegunabhéngig ist.

Ein differentielles Kriterium fiir Wegunabhéngigkeit Es entsteht die Frage, ob wir es den
Kraftfeldern ,ansehen“ konnen, da® die Arbeit fiir alle Wege, die P; und P, verbinden, wegu-

nabhéngig ist oder nicht.

Falls fiir alle Geschwindigkeiten ¥ eine skalare Funktion U(7) existiert, sodafd

L . du
Fy=—"r

dt

ist (das Minuszeichen ist Konvention), wird

ty )
- dUu
W= F-ydt=— — dt
. . dt
1 1

!

Py

Py
dU:—(UZ—U]_) mit Ul EU(PI).

Die Arbeit ist dann nur abhéngig vom Wert der skalaren Funktion U(7) am Anfangs- und

Endpunkt des Weges.
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Fiir einen geschlossenen Weg ist

P, P,
W=—j€ dU=—(J dU+f dU)=O.
a Py Py

z
: : . P
Zudem ist nach der Kettenregel (,Reiseglei-
chung*)
4o _ V-gradU
ac '8 '
Der Vergleich mit
F.y= _ﬂ
de x
ergibt den Zusammenhang
F =—gradU |.
In Komponenten aufgeschrieben, ist
F __ou F __9v und F __9v
1= "%x’ 2T oy 3= 755

sodal® das Differential (F; dx + F,dy + F3dz) vollstdndig ist. Aufgrund der Vertauschbarkeit

der partiellen Ableitungen ist das Kriterium dafiir

OF, _0F, OF _0F, . 3F,_0F

dy 9dx’ 0z Ox dz dy

Mit Hilfe dieses differentiellen Kriteriums konnen wir entscheiden, ob die Arbeit in einem Kraft-
feld wegunabhingig ist. Soll dies der Fall sein, miissen alle drei Bestandteile dieses Kriteriums

simultan erftllt sein.

Resultat:

Wenn der Zusammenhang F = —grad U besteht, ist das Linienintegral (Arbeit)
W = fc F dF fiir alle Wege wegunabhingig. In diesem Fall ist die Arbeit entlang
eines geschlossenen Weges immer Null.

Solche Vektorfelder (Kréfte) heif3en konservativ, denn es gilt W = T,—T; = —(U,—Ujy ), sodal}
T, + Uy = T; + U; eine Erhaltungsgroéfse ist. Die skalare Grofse U heif3t ,potentielle Energie®

oder , Potential“ .

Es soll nun das differentielle Kriterium fiir die beiden oben behandelten Beispiele von Kraft-

feldern untersucht werden.
Kraftfeld 1: Die Komponenten dieses Kraftfeldes sind F; = ay, F, = —ax, F3 = f.

Es ist
J0F,

oy

!Strenggenommen ist das Potential die potentielle Energie pro Masse.

JF.
=a, jedoch —2=-a
dx

10
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Das differentielle Kriterium ist verletzt, F ist somit nicht konservativ und es existiert kein Po-
tential.

Um die Arbeit auf einem geschlossenen Weg zu berechnen, wéhlen wir den ersten Weg (siehe
oben) und schliefen diesen durch die gerade Verbindung

Cy: T(t)= Ri +ctk

von P, nach P;.

Wie bereits berechnet, ist die Arbeit entlang
der Kurve C;

Way = —27aR? + fyz, .

Entlang des Weges C, gilt ¥ = ck und
FV = cf,. Damit ist die Arbeit entlang des
zweiten Weges, dessen Anfangspunkt P, ist,

0
- 27
W(2)=J F-vdt=—cfo-— =—foz,.
2

n/w

Zusammen: Es ist erwartungsgemél

W:}F’d?:J ﬁ-th+J F-vde
C Cy

=—2maR? #0.

Kraftfeld 2: Das Zentralkraftfeld hat die Komponenten

X b4
Fma, B=al, B=al mit r=\x2syis
r r r
Es ist 5 3
F X F. X
—1=—3a—y und —2=—3a—y Uusw.
dy re dx rs

Das differentielle Kriterium ist erfiillt, das Kraftfeld F ist konservativ und ein Potential existiert.
Wie bereits berechnet, ist die Arbeit entlang der Kurve C;

W, —a<l—l>
= rory/

Entlang des Weges C,: 7(t) =Ri + ctk gilt wie fiir C;

a c®t
(R2 + c2¢2)3/2

- Ri + ct%

:am, und damit wie fiir C; v =
c

Es ist also

und zusammen W, + W(qy = 0.

11
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1.4 Berechnung des Potentials

-

Es ergab sich aus den Rechnungen fiir das Zentralkraftfeld F = %E
r2r

1 1
W=U1—U2=a —_— ],
rn nr

also a a
U1£U(P1)=_ und U2£U(P2)=—.
n Ty

Allgemein hat dieses Kraftfeld das Zentralkraft-Potential
a
U=— + UO .
r

Das Potential ist stets nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. Fiir alle U, = const fithren
Potentiale der Form U = U + U, auf die gleiche Kraft, denn es ist

F= —grad U = —grad (U + U,) = —gradU = F .

Man nennt diesen Sachverhalt Eichfreiheit; U, wird durch Eichung des Potentials festgelegt.

Beispiel: Zentralkraftpotential

. ! . a
Nur dann, wenn wir U(oo) = 0 verlangen, ist Uy =0 und U = —.
r

Falls das Kriterium fiir die Existenz eines Potentials erfiillt ist, wollen wir dieses nun berechnen.
Das kann nach verschiedenen Verfahren geschehen.

Verfahren 1 Direkte Integration von F = —grad U
Beispiel: Zentralkraftfeld

Aus
ou X

=—F =—a
dx ! (x2 4 y2 +22)3/2

folgt
x dx 1

=a
(X2+y2+22)3/2 (X2 +y2+22)1/2

wobei bei der x-Integration die Variablen y und gz festgehalten werden und diesbeziiglich die
noch unbekannte Funktion f(y,z) eine Integrationskonstante ist. Aus diesem Resultat folgt

U=—

+f(,2),

ou y af
— =—a+ .
dy r3  Jy
Andererseits ist auch
av__. Y
dy 3’

0
Zusammen ergibt dies % =0, also f = f ().

Weiterhin ist
ou =z 4 df

9z r3 dz

12
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und unabhéngig davon
ou Z

Oz r3’

d
Damit ist d_f =0, also f = const = Uy, und insgesamt
2
a
U = —+ UO .
r

Verfahren 2 Wahl eines speziellen Integrationsweges

Wenn es so ist, daf die Arbeit W beim Transport vom Anfangspunkt Py(xg, Yo, 20) zum End-
punkt P(x,y,z) nicht vom Weg abhingt, sondern nur von der Lage dieser beiden Punkte,
koénnen wir einen moglichst einfachen Weg wihlen, der die Punkte Py und P verbindet. Dabei
sind Wegstiicke parallel zu den Koordinatenachsen oft am zweckméfigsten,

U:f dU:—fﬁd?:—f ﬁd?—f ﬁd?—f FdF.
C C C1 CZ C3

ZA AN
N
N
N
N
N
\\
20 N
AN AN
N
N P
N
. R
S
Y Fo Y
(”1 : (»3
|
|
| Y
_/ L Oy Y
T I
>y
! N ! /)yO I /
\\\ | s | 7
| \\\I 7 | //
: \\ \IL>// | //
xT R P — 1 N : /
| / N | //
| // N | /
| ’ SN ’
1 s’ N | /
7 N | 4
| V2 ~ | 7
Y ~ 7
I, S
P v - _______= NIg

Die Beschreibung der drei Teilwege ist
Cy: Y = Yo, z2 =2, dy =0=dz, Fdr=PF(x,y,2,)dx
C,: X =const, 2= g, dx=0=dz, Fdf=F,(x,y,2,)dy

Csy: x=const, y=const, dx=0=dy, Fdf= Fs(x,y,2)dz .

Wir erhalten also nach Umbenennung der Integrationsvariablen

X y z
U=-— J Fl(a,yo,zO)da—J Fy(x,1,%) dn — J F3(x,y,) dg.
Yo

X0 20

Beispiel: Zentralkraftfeld

13
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Fiir das Zentralkraftfeld ist explizit

O - T mdy N4
U=-a 32 & 32 & 3/2
%o (£2+ 5 +55) ¥o (x2+n2 +25) s (X2 Y2+ (%)
_ a a
\/x2+ 2 142 2 24,2
y x5 +y5+2;

a
:_+UO
r

1.5 Der ebene Winkel als Linienintegral

Nach dem physikalischen Einfithrungsbeispiel der mechanischen Arbeit als Linienintegral und
der daran gekniipften Frage nach der Existenz und Berechnung des Potentials wenden wir uns
nun einer geometrischen Anwendung des Linienintegrals zu.

Wir gehen der Frage nach, unter welchem Winkel A6 ein in der (x, y)-Ebene liegendes
Kurvenstiick C von einem Beobachterstandort P (,Aufpunkt“) aus, der sich auch in dieser
Ebene befindet, erscheint.

Zunichst beantworten wir diese Frage fiir ein infinitesimales Linienelement ds = P; P,. Des-
sen Mitte habe den Ortsvektor 7/ und den Normalen-Einheitsvektor ii. Der Ortsvektor des
Punktes P sei 7. Dann ist

=/ -

r —r

=
|7 =7

der Einheitsvektor in Blickrichtung, der mit dem Vektor 7i den Winkel a einschlief3t
(cosa=¢-n).

y y

Bezeichnet Q den FuBpunkt des Lotes von P; auf PP,, ist fiir ds als infinitesimales Linienele-
ment P;Q = ds-cosa = ds - (é- ). Der Winkel d6 ist im Bogenmal}

Se——
Py
|7 —

N

do =

=

14
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Dabei sind P; und P, die Projektionen von P; beziehungsweise P, auf den Kreis mit dem Radius
PP, = PP, = |#’ — #| um den Mittelpunkt P.

Je kleiner ds ist, umso genauer ist die Strecke P;Q dem Bogen PP, gleich, also

Damit ist der gesuchte Winkel das Linienintegral
[ -/ - -
é-n r—7)-d
ap= | g [ U2
=] 77
c C

Beispiel 1 Wir berechnen dieses Linienintegral zuerst fiir eine Strecke AB mit der Linge
|AB| = L, die von einem beliebigen Beobachterstandort P aus betrachtet wird. Der Richtungs-
Einheitsvektor d dieser Strecke schlieRe mit der positiven x-Richtung den Winkel ¢ ein, sodal}

d=cos¢-i+sing-j
mit dem zugehorigen Normalen-Einheitsvektor
fi=sin¢ -?—cosd) j
ist.
¥ P A Die Parameterdarstellung der Strecke AB ist
s 8 =7 +Ad

mit dem Linienelement ds = dA,
iFi-F (0 < A < L). Damit wird

’ . (7' —7)-fi= (7, —7) -7 = const

~¢

und

ZA"Y PP =22 2 (7 F) d] A e,

>

worin ¢ = }?/g — F’ ist. Wir erhalten schliel3-
lich

L

n] da
A2t2[(F—7)-d A+

D>
D
Il
—~

3

I
=
~—
4

— ©

A
(?If‘—?)-n rA—?)-ﬁ

15
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Nun sind
(F4—7)-i=h und (F—7))-d=s5

Projektionen des Vektors (7, — 7) auf die Richtungen von
il beziehungsweise d, und es ist auerdem s; +s, = L,

sodal}

s s
A = arctan Fl + arctan Fz

= arctan (tan a) + arctan (tan ),

also

Ab=a+pf

resultiert.

Darin sind a und 8 durch die BestimmungsgréRen der Strecke und die Beobachterposition
wie angegeben berechenbar.

16
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Beispiel 2 Eine erste Anwendung dieses Ergebnisses ist die Beobachtung eines Rechtecks
mit den Eckpunkten A(—a,—b), B(a,—b), D(a, b) und E(—a, b) von einem Punkt P aus, der
aufserhalb dieses Rechtecks in dessen Ebene liegt. Die Seitenldngen des Rechtecks sind dem-
nach 2a und 2b, die Seiten selbst sind die Strecken Cj, ..., C4, mit den nach aufSen gerichteten
Normalen-Einheitsvektoren iy, ..., 4. Die Beobachterposition wird durch den Vektor 7 = Yol
mit yp > b beschrieben.

V4 Fiir die Strecke C;: DE haben wir
p den Richtungs—Einheitsvektor
A P d =—i und i = j, sodaf}
® AN R
/// _F ‘fl“\\\\\ ?/ = ?l/) — Al
E & /// bl w “\p mit 7 = ai + bj die Punkt-
/ Richtungs-Gleichung von Cj ist. Es
R /) A3 7, ist die Lange dieser Strecke L = 2q Das
— /,’ 7 = =% und damit 0 < A < 2a. Aullerdem
o/ le ist (7, —7) -d =—a und
21/ ¢ (7, —7) -7t = —(yp —b). Damit
AI & b P\ B sieht der Beobachter in P diese
Strecke unter dem Winkel
(AR

AO; =—2B mit tanff = .
yp—b

negative Vorzeichen ist Ausdruck dafiir, dal} der Winkel zwischen 7i; und der Beobachtungs-
richtung € ein stumpfer Winkel ist.

Fiir die anderen Seiten des Rechtecks ergeben sich die Winkel

e C3: AB3;=2amittana = ,
3 3 Vo + b

(Der Winkel «(é, i) ist ein spitzer Winkel tiberall auf Cs.)
* Cy: AbBy=f—a
* C4: AOy=f—a.
Der Gesamtwinkel, unter dem von P aus das orientierte Rechteck gesehen wird, ist
AO =A0;+ A0, +AO;+AH, =0;

zu jedem spitzen Winkel < (€, i) gibt es ein stumpfwinkliges Gegenstiick.

Anders verhalt es sich, wenn wir die Beobachterposition P in das Innere des Rechtecks verlegen,
etwa in den Koordinatenursprung 7 = 0.

17
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Dann ist fiir C;: (7, —7)-d = —a
- und (7 —7) -# = b. Auf allen
L £ vier Rechteckseiten sind alle Win-
%/ kel <« (&, i) spitz, und wir erhalten
¢ b
E — D
o ZF A6, = AG; = 2 mit tan/a’=%
y, 8 B ‘o i, -
a P>~ _ a und
“ N \\\ “ A, = A0, =20 mit tanazé,
A 5 ¢, B a
_./%* sodal a + f = 5 und insgesamt
e M AB = 4(a+ B) = 2 ist, was fiir
einen ,,Rundumblick“ auch zu er-
warten war.
Beispiel 3 Im nichsten Beispiel berechnen wir den Winkel A6;, unter dem, vom Punkt P

aus, der Kreisbogen C;: P, P, erscheint.

Den Kreis mit dem Radius R parametrisieren
wir durch den Winkel ¢ (Polarkoordinaten),
sodal?

7 =R-fi; =R(cosg-i+sing-])

und ds = Rdy ist. Die Beobachterposition
wird durch den Vektor 7 = ypj mit
yp =1 > R beschrieben. Damit ist

|7 —F| = (R*+r?) —2rRsing

und
(#'—7)-A; =R—rsing.

Mit den Integrationsgrenzen ¢; = @, und @, = 7T — @ ergibt sich der zu berechnende Winkel

A6, aus

18
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Darin bedeutet Ay = p,—p; = T—2¢p,. Bezeichnen wir die y-Koordinate der Punkte P; und
P, mit y; =y, = Yo = Rsing, und wenden die Formeln fiir den Tangens halber Winkel an,

resultiert
(r2 —RZ) Yo

(r2+R2%) y,—2rR2

i
AG, = (E — 900> —arctan

- cot g

Um beide Summanden zusammenzufassen, berechnen wir tan 6;. Mit

\VR2—y2

Yo

cotyy =

resultiert nach ldngeren, aber einfachen algebraischen Umformungen

(yo—r)/R2—y2

tanAB; =2- .
LT 2y (o—1) +(r2—R2)

Diskussion:

a) Zum Vergleich berechnen wir den Winkel A8,, unter dem vom Punkt P aus die Strecke
é —_
C,: P, P, gesehen wird. Mit dem Normalenvektor 7i, = j konnen wir — bei sinngeméler

Ubertragung der Formelsymbole (b — Yo, a— \/R%2— yé) — direkt das Resultat fiir die
Rechteckseite C; aus Beispiel 2 iibernehmen. Dann ist

\VR2—y2

r—Yo

(Yo—1)R2 =¥}
2y0 (10— + (2= R?)
Dieses Resultat gibt zu zwei Schluf3folgerungen Anlal3:

* Esist tanAf; = tanAf,, also Af; = AH,. Der Kreisbogen C; und die Strecke C,
werden unter dem gleichen Winkel gesehen, wenn sie nur die gleichen Anfangs-

und Endpunkte haben. Wir diirfen also, etwa um die Winkelberechnung zu verein-
fachen, den Kreisbogen zur Strecke mit gleichen Randpunkten deformieren.

AG,=—2f mit tanf =

und

tan Af, =2

=tanA#6;.

* Wenn wir den Durchlaufsinn und den Normalenvektor der Strecke C, umkehren

(Cy: ?Pl), fi, = —}), wie es der Rechteckseite C; aus Beispiel 2 entspricht, erhalten
wir Af, = —A0,. Die Blickrichtung € schlief3t in diesem Fall mit 7i; nach wie vor
einen stumpfen Winkel ein, mit i, aber einen spitzen Winkel. Fligen wir nun C; und
C, zu einem entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreissegment zusammen,
wird diese geschlossene, orientierte Figur unter dem Winkel A = A6, + A6, =0
gesehen.

b) Wenn die Punkte P; und P, nicht Schnittpunkte der von P ausgehenden ,,Sehstrahlen®
mit dem Kreis sind, sondern Beriihrungspunkte, sind die beiden Winkel <tOP; P und
<OP,P rechte Winkel, und es ist ¢y = 8. Es ist yy = Rsin ¢, und in diesem Fall auf3er-
dem sinf3 = };2, was zusammen

R2

Yo=—
r

19
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ergibt. Damit wird
RvVr2—R?

tanAf, =—2-
! r2 —2R2

=—tan2f},
also AfB; = -2 =—2¢,.
Fiir Beobachterentfernungen, die im Sinne von r > R grol$ sind, erhalten wir

R
tanAf; % —2-— K1
r

und mit tan 6; ~ 6,

R
AO,~—2—.
r

Aus grol3em Abstand ist nahezu der ganze Halbkreis sichtbar.

20



2 Oberflachenintegrale

2.1 Das bestimmte Integral oder: die ebene Flache als
Linienintegral

Das uns bereits bekannte bestimmte Integral ist die Flache, die von einer Kurve y = f(x), der
x-Achse und den Parallelen zur y-Achse bei x = a und x = b eingeschlossen wird.

m Das Integral

b
A=J f(x)dx

hat die Struktur ,Grundlinie dx x Hohe
P P f(x)“, wobei die Hohe f (x) vom Ort auf der
a dz dzd Grundlinie (x-Achse) abhingt.

Unter den neu hinzugewonnenen Gesichtspunkten konnen wir dieses Integral als Linieninte-
gral entlang der ,Kurve“ C: ¥ = x -i (x-Achse) mit der Koordinate x als Parameter auffassen.

Beispiel Von einem Kreis umschlossene Fliache

y Die Gleichung des Kreises ist in kartesischen Ko-

ordinaten (Radius R = const) x? + yz = R?. Mit

[ P y = f(x) = vR2 — x2 wird die Kreisfliche (Faktor
2: zwei Halbkreise)

|
|
R} )( R R
T Azzj mdx:4f VRE—x2 dx
R 0
1 , . x\|f
- =4.= (xx/}m+R arcsm—)
~] 2 R/ 1o

T
= 2R%arcsin1 = 2R? - E = nR?.

2.2 Die ebene Flache als Doppelintegral

Wir wollen uns nun mit einer anderen Auffassung des Flacheninhalts vertraut machen. Die
,Hohe* f(x) ist ndmlich selbst das Resultat einer Integration, also einer Summation von We-

gelementen in y-Richtung,
F(x) f()
f dy =y
0

= f(x).

0

21



Kapitel 2. Oberflachenintegrale

Damit wird die Flache das Doppelintegral

x=b y=f(x) x=b ry=f(x)
AZJ [J dy] dx=f f dy dx.
x=a y=0 x=a Jy=0

Anschaulich besagt diese Berechnungsvorschrift, eine zu bestimmende Flache mit infinitesi-
malen Fldchenelementen der Grofse df = dx - dy auszulegen und diese unter Beachtung der
Grenzen aufzusummieren (,,zu zidhlen“). Die Schreibweise der Doppelintegrale ist so verein-
bart, dal} die Integrationsvariablen den Integrationsgrenzen ,,von innen nach auf3en“ zugeord-
net werden, so dal$ die Klammern in vorstehender Formel weggelassen werden konnten.

22
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Beispiele

Beispiel 1: Rechteckflache

Es ist
b a b
AY A:J f dxdyZJ ady=a-b.
y=0J x=0 y=0
b Es gilt aber auch
a b a
A A:J J dydsz bdx=b-a
x=0Jy=0 x=0
a > und sogar

A=

o] [ o]

Dal} wir bei der Berechnung des Doppelintegrals die Reihenfolge der Integrationen vertau-
schen und das Doppelintegral sogar als Produkt zweier Integrale auffassen (faktorisieren) diir-
fen, liegt daran, dal? fiir beide Variable (x und y) die Integrationsgrenzen konstant sind. In
diesem Sinne sind die kartesischen Koordinaten der Rechteck-Geometrie optimal angepal3t,
denn die Rechteckseiten fallen mit den Koordinatenlinien x = const und y = const zusam-
men.

Beispiel 2: Nochmals die Kreisflache
Die Integrationsgrenzen —R < x < R und —vR2 —x2 < y < vR2—x2 sind jetzt so, dal die

y-Grenzen von x abhingen,
R VR2—x2
A= f f dy dx.
=R

=—+/R2—x2

Nun ist es wichtig, die y-Integration zuerst auszufithren, da das Resultat die andere Integrati-
onsvariable x enthilt, also den Integranden fiir die x-Integration erst festlegt. Wir erhalten

R
A=2J VR2—x2 dx
=-R

und verfahren damit weiter wie oben.

Der Vergleich beider Beispiele zeigt, daR® die Rechteckfldche leichter als die Kreisfliche zu be-
rechnen ist, da die Integrationsvariablen unabhingig voneinander und die Integrationsgrenzen
konstant sind. Als Grund dafiir haben wir die {ibereinstimmende Gestalt der Flachenelemente
df = dx - dy mit der zu berechnenden Rechteckflache erkannt.

2.3 Oberflachenintegrale gekriimmter Flichen
Nun betrachten wir eine gekriimmte, zweidimensionale Flache S, die in den dreidimensionalen

Raum eingebettet ist. Die Flache S werde durch die Funktion z = %(x, y) beschrieben. Thre
Projektion in die (x, y)-Ebene ist das Grundgebiet G. Umgekehrt ist S das Bild von G bei der
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Abbildung z = z(x, y).
Die mit P;, P, und P; bezeichneten
Punkte haben die Koordinaten

P1: X, Y, Z(Xay)
Py: x+dx, y,

2(x + dx,y)=2(x,y)+ % dx
dx

P;: x, y+dy,
o)
d 2(x,y + dy) =3(x,y) + <= dy.
oy
Damit sind die Vektoren
X SN - 0 >
PPy =dx -1+ =dx-k
Jdx
— - 0z -
und P;P; = dy~]+a—dy~k.
Y

Diese Vektoren spannen das Flachenelement d f der lokalen Tangentialebene von S im Punkt
P; auf. GemalR3 der geometrischen Bedeutung des Vektorprodukts ist dieses Flachenelement

Oz

dx dy
d
0 dy 9z dy
dy
Andererseits ist d f =1 - df mit i als Normalen-Einheitsvektor von S. Der Vergleich ergibt
0z - 22 - -
—i——j+k
dx ' ay /

n=

((9)() ((9 )
.y
32

0
Dieser Vektor ist uns bereits bekannt, denn er gibt den partiellen Ableitungen a—z und 7
x y

eine anschauliche Bedeutung.

Auflerdem lesen wir
2 2
df = (%) +<ﬁ) +1dxdy
dx dy

ab. Darin ist dx - dy das Flachenelement von G.
Damit ist der Inhalt der Flache S

A:fsf df:£f\/<§—i)2+(§—§)2+1 dx dy |,
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wobei sich die Integrationsgrenzen aus dem ,,Grundri3“ G ergeben.

Beispiel Inhalt der Oberflache einer Halbkugel
* S: x?’+y?+22=R?, (2> 0, obere Halbkugel)
* G: x%*+ yz <R?, (Kreisfliche)
* Flachenelement:

2 2

df = X—2+y—2+1dxdy=5dxdy
Z Z Z
R-dx dy

R2—x2—y2

¢ Flicheninhalt:

R R
As=R|] dy g dx J dy

) /Rz_xz_yz_ /RZ—x2— y2

R _/R25x2
£ RS2 R
= ZRJ arcsin Y dx = ZRJ arcsin1 dx
R2 — x2 0 —R
R
= 27R?

2.4 Der Raumwinkel als Oberfldchenintegral

Bei der Berechnung des ebenen Winkels A6, unter dem, von einem Beobachterstandort P aus,
ein Kurvenstiick C erscheint, haben wir die Begrenzungspunkte dieser Kurve mit P verbunden.
Dadurch wurden diese Punkte auf einen Kreis mit beliebigem Radius und P als Mittelpunkt
projiziert und ein Bogenstiick bestimmter Lange als Teil des Kreisumfangs ausgeschnitten. Der
Quotient aus der Lange dieses Bogenstiicks und dem Radius des Kreises ist ein von der Grofde
dieses Kreises unabhéngiges Maf fiir diesen Winkel.

Bezeichnet 7 den Ortsvektor des Beobachterstandorts P, 7’ den Ortsvektor der Mitte eines
infinitesimalen Langenelements ds der Kurve C, i den lokalen Normalen-Einheitsvektor zu ds

und
F =7

é= =

|7 =7

den Einheitsvektor in Blickrichtung von P zum Mittelpunkt der Strecke ds, wird der Winkel
A6 durch das Linienintegral

dargestellt.
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Ersetzen wir nun die Kurve C durch
eine Flache S, die von P aus betrach-
tet wird, tritt an die Stelle des ebenen
Winkels A6 der Raumwinkel AS. Sei-
ne Definition folgt der von A6 sinn-
gemal: Wir verbinden jeden Punkt
der Randkurve von S mit P und be-
trachten eine Kugel beliebiger Grol3e
mit P als Mittelpunkt. Dadurch wird
die Randkurve von S auf die Kugel
projiziert und ein Teil ihrer Oberfla-
che ausgeschnitten. Der Quotient aus
dem Flacheninhalt dieser Projektion
und dem Quadrat des Kugelradius ist
ein Mal$ fiir den Raumwinkel AQ.
Anstelle des Linienelements ds ha-
ben wir nun das infinitesimale Fla-
chenelement df der Tangentialebe-
ne, die lokal die Flache S linear appro-
ximiert. Der Vektor 7’ ist der Ortsvek-
tor des Mittelpunktes dieser Tangen-
tialebene, df = 1i- df deren orien-
tiertes Flachenelement. Die Vektoren
7 und € behalten ihre oben genannte
Bedeutung bei.

Dann wird aus dem ebenen Winkel als Linienintegral die Darstellung des Raumwinkels

AQ:fo

é-n
|7 =72

(7 —7)- df
or = || O 25

als Oberfldchenintegral. Der um eins erhéhte Exponent von |#'—7| im Nenner beider Ausdriicke
ergibt sich aus der oben gegebenen Definition des Raumwinkels (P ist Mittelpunkt einer Kugel
anstelle eines Kreises) und auch daraus, dafl AQ dimensionslos sein muf$ (Flichenelement

anstelle eines Linienelements).
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Beispiel 1 Wir berechnen den
Raumwinkel, unter dem ein Be-
obachter in P, der sich auf der
z-Achse befindet (? =rk= Zp 72),
ein Rechteck sieht, das parallel
zur (x,y)-Ebene in der Hohe gz,
so liegt, dald die z-Achse durch
seinen Mittelpunkt geht. Die Seiten-
lingen des Rechtecks seien durch
—a < x <aund —b < y < b be-
schrieben. Wir haben mit i = k also
df = dxdy -k, P =x-i+y-j+z-k
und (7' —7)-fi=zy—r.

0 =Y Damit berechnet sich der Raumwin-
kel AQ aus dem Doppelintegral

A91=dejdy 2o T 572
4 [x2 + y2 + (20— 1)?]

Obwohl die Integrationsgrenzen fest sind, ist dieses Integral nicht faktorisierbar, da der Inte-
grand nicht als Produkt zweier Funktionen geschrieben werden kann, die allein von x und
allein von y abhédngen. In einem ersten Schritt beginnen wir mit einer der beiden Variablen
und betrachten die andere als konstant, um im zweiten Schritt auch die Integration beziiglich
dieser Variablen auszufiihren. Die Auswertung ergibt

ab
(zo—r)\/a2+b2+(zo—r)2

A2y = 4 - arctan
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Diskussion:
a) Bei Beobachtung aus groRer Entfernung (r > a, b, z,) erhalten wir
2a - 2b AR
AQ] ~ — r2 = _ﬁ >

b)

worin A = 2a - 2b die Rechteckflache ist. Das Minuszeichen driickt aus, daB fiir r > z,
der Winkel < (€, 1) ein stumpfer Winkel ist.

Ein zweites Rechteck gleicher Grof3e soll parallel zu dem ersten in der Hohe —z liegen,
und auch sein Normalenvektor soll invertiert werden ( df — —df). Dann ist

ab
(:zo+r)\/a2+b2+(zo+r)2

Fiir einen Beobachter im Koordinatenursprung (r = 0) stimmen beide Resultate iiberein.
Wenn wir beide Rechtecke als Grund- und Deckfldche eines Quaders auffassen, konnen
wir uns vorstellen, dald sich der Beobachter im Mittelpunkt des Quaders befindet, wobei
die Raumwinkel-Anteile der Seitenfldchen noch zu berechnen sind. Um die Rechnungen
zu vereinfachen, verwandeln wir den Quader in einen Wiirfel

(29 = b = a) und erhalten fiir beide Rechtecke zusammen

AQ, =4 -arctan

1
AQ; + AR, =2 - 4arctan <§«/§> =8~%=§7‘c.

Aus Symmetriegriinden tragt jedes Paar gegeniiberliegender Flachen gleich viel zu dem
y,raumlichen Rundumblick” bei, fiir den der gesamte Raumwinkel

4
AQt0t=3-§n=4n

ist.

Zi Beispiel 2 Wir ersetzen das Rechteck
durch eine Kreisscheibe mit dem Radius Rg,
die sich in der gleichen Lage wie das Recht-
eck befindet. Wir rechnen in Zylinderkoor-
dinaten, haben also 7 = o€, + 20k,

df =pdp dy -kund (7 —P)i =zy—r.
Der Raumwinkel ist

27 Rg

AQ:fdwfdQ'Q 207
[924‘(20_")2] 302
0 0

28
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Diskussion:
a) Firr > Rg, zg ist
1.2 2
AQ~-21 |1—(1--R%?) | =——2 =22
2
mit Ag = nR% als Flacheninhalt der Kreisscheibe.

b) Es sei r > z,. Die Verbindungslinien von P mit den Randpunkten der Kreisscheibe kon-
stituieren den Mantel eines geraden Kreiskegels mit dem Halben Offnungswinkel 6,,. Es
ist

Rs
r—=2p

tan 6, =

und damit

AQ =-271(1—cos ).

Beispiel 3 Wir betrachten die Oberflache einer Kugel mit dem Radius R. Der Beobachter
befindet sich nach wie vor auf der z-Achse, (7 = rk = zpic’). Wir rechnen in Kugelkoor-
dinaten. Ein Punkt auf dieser Oberfliche wird durch 7/ = Ré, beschrieben. Mit i = &, ist
das Flichenelement df = R®sin®dd dy - &,. Damit haben wir (7' — #)i = R — r cos® und
|#’ —7|* = (R*+r?) —2rRcos ¥.
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Der Raumwinkel AQ ist

27 Yo

AQ:RZdejdﬁ (R—r cos¥)sind
0 0 [

(R2+r2)— Zchosﬁ‘]B/2

r—RcosY, ) +1 firr >R
=27 -6 mit & = i .
V/(R2 +r2) —2rRcos, -1 firr <R

Darin kann ¥, jeden Wert aus dem Intervall 0 <, < m annehmen. (In der Abbildung ist der
Fall dargestellt, daf? die von P ausgehenden ,,Sehstrahlen® die Kugel tangential beriihren.)

Diskussion:

a) Fiir die Vollkugel (¥, = ) resultiert — wie zu erwarten —

0 firr >R

AQ=271(1—6)= { i .
4 firr <R

Dabei ist im Fall r < R nicht r = 0 verlangt.
b) Fiir einen Beobachter im Mittelpunkt der Kugel (r = 0) ist € =i = €, und

AQ =271(1—cosVy).

30



Karl-Heinz Lotze — Mathematische Methoden der Physik I

)

d)

e)

Andererseits ist der Flacheninhalt der zugehorigen Kugelkappe
27 Vo

A=R2J dy J sin® d = 2mR?(1 —cosy) =R?- AQ,
0 0

wie es der urspriinglichen Definition des Raumwinkels entspricht.

Es ist nach dem Cosinus-Satz der ebenen Trigonometrie R? + 2 — 2rR cos ¥, = £2 mit ¢
als der Linge der ,Sehstrahlen“. Auch ist £2 = (r — z,)? +R§, wenn Rg der Radius des
durch ¥, festgelegten Breitenkreises ist. Dann wird mit 6 = +1 (entsprechend r > R)

1
AQ=—"2n-| 1—-——
J14+ K
R
Das stimmt mit dem Resultat fiir die Kreisscheibe (dort § = —1) iiberein, wenn fiir diese

n =k ist.

Wir diirfen also die Fldche S deformieren, solange nur die Randkurve unverandert bleibt.

Im vorliegenden Fall besteht der Vorteil der Kreisscheibe darin, daf ihr Normalen-Einheitsvektor

ii = k eine konstante Richtung hat.

Fligen wir die Kugelkappe mit der zugehorigen Ebene des Breitenkreises zu einer ge-
schlossenen Flache zusammen, deren lokale Normalenvektoren tiberall nach aufSen wei-
sen (i — —ii fiir die Kreisscheibe), ist der totale Raumwinkel gleich Null.

Mit 0, als dem halben Offnungswinkel des von den , Sehstrahlen“ gebildeten Kreiskegels
wird
AQ =—-271(1—cosB,).

Dieser Kegel schneidet aus einer Kugel mit P als Mittelpunkt und dem Radius Rp) eine
Flache der GroRe
Apy = ZnR%P)(l —cos 6)

aus, sodal® wieder

ist.

Es sei r > R, und die von P ausgehenden ,,Sehstrahlen“ beriihren die Kugel tangential.
Dann ist %y = 5 — 6, und cosf, = 1?1 und damit

R2
AQ=-27m|1—4/1—— | =—2n(1—sindy).
r

Fiir groBe Beobachterentfernungen (r > R) wird daraus

R2
AQ =~ e
2

mit TR? als Fldcheninhalt des Aquatorkreises.

Beispiel: Bei der Betrachtung der Sonnen- oder Mondscheibe sehen wir in sehr guter N&-

herung die ganze uns zugewandte Hailfte der Oberfldche dieser Himmelskorper.
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3 Volumenintegrale

3.1 Das Volumen als Doppelintegral

Doppelintegrale sind nicht nur auf Flaichenberechnungen beschrankt. Wir berechnen exempla-
risch das von einer Kugel mit dem Radius R = const umschlossene Volumen als Doppelintegral.
Dazu zerlegen wir die Kugel in Kreisscheiben der ,Hohe* dx.

O\

Es ist ,,Grundfliache A(x) x Hohe dx“ das Vo-
lumen einer Kreisscheibe. Mit A(x) = nt[r(x)]?
und r? = R? — x? wird das Kugelvolumen

Nun betonen wir, dal8 A(x) selbst als (Riemannsches) Integral darstellbar ist.

Die Flache einer Kreisschei-
be ist (Faktor 2: Vollkreis)

r(x)
Alx) = ZJ z(x,y)dy.
—r(x)

Der Abbildung entnehmen
wir

x?+r?=R?

und y?+22=r?,

also zusammen

x?+y?+2z*=R?,

die Gleichung einer Kugel in
r: Radius der Kreisscheibe, R: Kugelradius kartesischen Koordinaten.
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Das Volumen

R r(x)
V= J [2J z2(x,y) dy] dx
x=—R y=—r(x)

R r(x)
= 2f f z(x,y) dy dx
=—R J y=—r(x)

ist damit ein Doppelintegral. ,,Hohe z x (infinitesimale) Grundflache dx - dy“ ist das Volu-
men von Quadern (siehe nachfolgende Abbildung). Driicken wir nun die Funktionen r(x) und
%(x,y) durch x, y und den Kugelradius R aus,

r=vVR2—x2, 2=14/R2—x2—y2,

erhalten wir

VRZ=x2
V= ZJ J —xz—yzdydx
=R Jy=vR—x2

Auch hier ist darauf zu achten, die y-Integration zuerst auszufiihren, da das Resultat noch
von x abhingt. Aullerdem haben wir bei der Festlegung der Integrationsintervalle von den
Symmetrieeigenschaften des Integranden Gebrauch gemacht. Dann resultiert

R . , e
V=2f 2= {y\/RZ—xz—y2+(Rz—xz)arcsin— dx
x=—R 2 R?—x2'y=0

R i
=4f (Rz—xz)-—dx
x=0 2
1 \[F 4
=27 (sz — —x3> —nR3
37 /|, 3

Das Volumen als Doppelintegral stellt eine direkte Verallgemeinerung des Riemannschen In-
tegrals dar. Bei der Integration von Funktionen mit mehreren Variablen werden Variable, die
nicht Integrationsvariable sind, als Konstanten behandelt. Insofern ist ein Mehrfachintegral
lediglich eine wiederholte Anwendung gewdhnlicher Integrale, fiir die es keiner neuen Regeln
bedarf. Im allgemeinen héngen die Integrationsgrenzen jedoch von den Variablen ab, wodurch
die Reihenfolge der Integrationen bestimmt wird.
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3.2 Das Dreifachintegral

|z Wir zeigen am Beispiel der Kugel,
daf® analog zur Flichenberechnung
die ,H6he“ z(x,y) selbst als Resul-
tat einer Integration aufgefal3t wer-
den kann, ndamlich

VRE—xZ=y?
z(x y)—J

7y , dz.
“:7 R —/R2—x2—y2
/‘~)(~ Damit wird das Kugelvolumen (oh-

ne den Faktor 2 bei den nachfol-
genden Integrationsgrenzen) zu dem
Dreifachintegral

R VR2—x2 /R2—x2—y?2
= f f J dz dy dx.
vy e

Die Ausrechnung ergibt mit der z-Integration zuerst

VRZ=x2
f f 2 Rz—xz—yzdydx
=R Jy=+vR—x2

und verlduft dann weiter wie oben.

Anschaulich bedeutet das Dreifachintegral, ein bestimmtes Volumen mit infinitesimalen Vo-
[umenelementen (,Quadern®) dV = dx - dy - dz auszulegen und diese unter Beachtung der
Grenzen aufzusummieren. Erneut tritt bei kartesischen Koordinaten das Problem auf, daf§ die
Integrationsgrenzen bei der Berechnung des Kugelvolumens variabel sind.

3.3 Volumenintegrale: Beispiele

Bei der Berechnung der nachfolgenden Volumenintegrale machen wir von Zylinder- und Kugel-
koordinaten Gebrauch. Wir verweisen diesbeziiglich auf das mit , Intermezzo*“ {iberschriebene
nachfolgende Kapitel, in welchem diese Koordinaten behandelt werden.

Tragheitsmoment einer Kugel Wir berechnen in Kugelkoordinaten das Trédgheitsmoment

szgzdm

fiir eine Vollkugel bei Drehung um eine Achse, die durch ihren Mittelpunkt geht, als Beispiel fiir
ein Volumenintegral mit einem komplizierteren Integranden. Die Massenelemente dm haben
senkrechte Abstdnde p von dieser Drehachse. Die Massendichte u der Kugel sei konstant. Dann
sind die Massenelemente dm = u dV, und die Gesamtmasse M der Kugel mit dem Volumen
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Vist M = uV, also

[=— 24v.
K

Kugel
Zuerst ist zu beachten, daf® o den senkrechten Abstand von der Drehachse beschreibt, die
Kugelkoordinate r aber vom Mittelpunkt der Kugel aus gemessen wird.

Es ist p = rsin{ und damit

M R I 2
Iz—f r4drf sin3ﬁd1‘}J dy
Vo 0 0

M R

T

!
>

1
§ =—-—<—cos1?+—c0531?> 21
- V 5 3 0
4/3
M R 2
= _iz = Z2MR?
47R3 5 3 5

Das Ergebnis hat die Dimension ,Masse x (Abstand)?“ eines Trigheitsmoments. Der Faktor %
ist der ,,Geometriefaktor” fiir die Kugel.

Volumen eines Kreiskegels in Zylinderkoordinaten

Ein gerader Kreiskegel habe den Grundkreis-Radius p, und die Hohe h. Wir lesen aus der
Abbildung mit Hilfe des Strahlensatzes die Steigung

h =

e Co—@
des Kegelmantels ab und erhalten daraus den Zusammenhang
h
)

zwischen den Zylinderkoordinaten p und z. Damit wird das Kegelvolumen (z-Integration zu-
erst)

z =

(eo—0)

) Z Qo a-(00—0) 2m
V= J dop f dz - f dy
h 0=0 z=0 =0
0 2-(00—0)
=27 f Q-2 do
Zr-- l =0 z=0
| h Qo
i =2n— | e(go—e)de
! ¢ 0 Je=0
h 2 3 Qo
§ S =2n— QOQ——Q— EQ(z)h.
00 2 3)|, 3
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Volumen eines Kreiskegels in Kugelkoordinaten

Zum Vergleich berechnen wir das Kegelvolumen noch einmal in Kugelkoordinaten. Dazu setzen
wir die Kegelspitze in den Mittelpunkt einer Kugel mit dem Radius R. Der halbe Offnungswin-
kel des Kegels sei U, mit ¥ als einer der Kugelkoordinaten. Da die Grundflache des Kegels eben
ist, hdngt die Integrationsgrenze der radialen Variablen r von der Poldistanz ab. Wir lesen aus
der Abbildung

h h
cost=— — r= s (0<U <)
r cos U
ab und haben damit (r-Integration zuerst)
Ty h/cos® 27
V=f di?sim?f r? dr~J dy
- ¢ 9=0 r=0 »=0
Yo r3 h/cos
= ZnJ sin- — dd
9=0 3 lr=0

B .
_ 215 ’ sin® 49
3 9—0 COs3 U
2 % _g %
_ 27,3 cos¢ _2m 51 1
3 9o €Os3U 3 2 cos2|g—g

=5h3( L —1>=§h3tan21‘}0

3 cos2
2
_ g3 lo_ 7o
tan'ﬁoz% —_— Sh h2 - SQOh.

Selbstverstdndlich stimmen beide Resultate {iberein. Wir sehen weiterhin, daf$ weder die Zylinder-
noch die Kugelkoordinaten der Symmetrie des Kreiskegels ideal entsprechen. Das duf3ert sich
darin, daf} jeweils noch eine der drei Integrationsgrenzen nicht konstant ist, was Auswirkun-
gen auf die Reihenfolge der Integrationen hat. Gleichwohl sind auch hier sowohl die Zylinder-
als auch die Kugelkoordinaten den kartesischen Koordinaten iiberlegen.
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4 Intermezzo: Krummlinige
Orthogonalkoordinaten

4.1 Ebene Polarkoordinaten (r, ¢)

Zusammenhang mit kartesischen Koordinaten Polarkoordinaten sind Koordinaten in der
Ebene als die wir die (x, y)-Ebene wihlen.

Y Zwischen den ebenen Polarkoordinaten (r, ) und

den kartesischen Koordinaten (x, y) besteht der Zu-
y P sammenhang

X =T1cosy

y=rsingp.

Darin ist r > 0 der Abstand vom Koordinatenur-
sprung und 0 < ¢ < 27 der gegen die positive x-
¢ Achse entgegen dem Uhrzeigersinn gemessene Azi-

x x mutwinkel.

Die Umkehrung dieses Zusammenhangs ist

r=4/x2+y2

tango:X.
x

Zur Entscheidung, in welchem Quadranten der Winkel ¢ liegt, muf3 noch eine weitere Win-
kelfunktion herangezogen werden.

Tangentenvektoren der Koordinatenlinien Die Koordinatenlinien r = const und
¢ = const der Polarkoordinaten sind konzentrische Kreise x2 + y2 = r? beziehungsweise
Ursprungsgeraden y =tanp - x.
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Der Abstandsvektor zweier infinitesimal be-
nachbarter Punkte P; und P, ist

dif = dxi+dyJ

oy dy )-:
+(ZLar+ g
<ar "7, %))

was wir mit 7 = x i + y j auch in der Form

zusammenfassen konnen.

Beim Fortschreiten in radialer Richtung ist ¢ = const, also dy = 0, und aus d7 wird der
Tangentenvektor

dr?zﬁ dr = <8_x?+8_y-,> dr

dr ar 8rJ
=(coscp-f+sin<p-7) dr
=¢,. dr.

Entsprechend ist beim Fortschreiten in azimutaler Richtung r = const, also dr = 0, und der
Vektor d7 wird zu dem Tangentenvektor

=r(—sing-i+cosp-j)de

€, rdyp.

Dabei haben wir die beiden Tangenten-Einheitsvektoren

er:coscp-f+simp-f

€, =—sing-i+cosy-j

-

eingefiihrt. Beide Vektoren stehen senkrecht aufeinander, €, - €, =0, weshalb die Polarkoor-

dinaten ein Beispiel fiir Orthogonalkoordinaten sind.

Es ist zu beachten, daR beide Einheitsvektoren im Gegensatz zu i und j nicht konstant sind,
sondern wegen ihrer Abhédngigkeit vom Azimutwinkel ihre Richtung &ndern.
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y Eine einfache Berechnung ergibt
A . .
T s e —¢, =—sinp-i+cosp-j=¢
i 89, : d(P r 14 ¥p v
P ~~ / & d ., > . = -
d—wew,z—cosap-l—smap j=—¢,,
dy
d
¢ b —23.=0=—¢
, e aber é, I

Das Linienelement Der Ortsvektor eines Punktes in der Ebene ist in Polarkoordinaten
F=r- Er(‘p) .

Mit den Einheitsvektoren €. und €, konnen wir den infinitesimalen Abstand zweier Punkte P,
und P, in der Form

-

d.7+d, 7
€. dr+é,-rdy

dr

schreiben. Das Betragsquadrat dieses Vektors ist das Quadrat

ds? = d7- dF = dr? +r? dp?

des Linienelements . Dieses Linienelement oder infinitesimale Abstandsquadrat charakterisiert
die Polarkoordinaten vollstédndig. Daf} es sich um Orthogonalkoordinaten handelt, sieht man
hier daran, daf$ keine Mischterme proportional zu dr - dy auftreten.

Die Bogenldnge zwischen zwei Punkten P; und P, einer in der (x, y)-Ebene liegenden Kurve
y = y(x) ist in kartesischen Koordinaten durch das Linienintegral

s(Pl,Pz)zf ds=J \/ dx2 + dy?2
sz c
:f v/ 14+ y2dx
X1

gegeben. Bei Parametrisierung durch den Azimutwinkel ¢ ist die entsprechende Formel in
Polarkoordinaten

s(Pl,P2)=J dszf \/ dr2 +r2de?2
c c

P2 2
[ e
$1 g

mit r = r(¢) als der Polargleichung der in Rede stehenden Kurve C.

!Das Symbol ds? ist als (ds)? zu lesen und nicht als d(s?) = 2s ds.
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Beispiel: Der Kreis

Der Kreis hat die besonders einfache, von ¢ unabhéngige Polargleichung r = R = const. Damit
erhalten wir in Polarkoordinaten sofort

P2

s (@1, P2) :RJ dep =R(py— 1) -
$1

Diese Beziehung ist die Grundlage fiir die Definition des Bogenmal3es eines Winkels. Fiir ¢, =
1 + 27 folgt der Kreisumfang 2nR. In kartesischen Koordinaten gestaltet sich die Rechnung
wesentlich aufwendiger. Aus der Gleichung x2 + y? = R? des Kreises folgt zunichst y’ = —%

y
und damit
X9 2 X9
X dx
s(xl,x2)=f w/1+—2dx=f _—.
x1 Y q y/1-(3)°

Dieses Integral wird mit der trigonometrischen Substitution x = R cos ¢ weiterbehandelt, die
nichts anderes bedeutet als die Einfithrung von Polarkoordinaten. Es ist also vorteilhaft, von
vornherein in diesen Koordinaten zu rechnen.

Das Flachenelement Gemaif3 der Bedeutung des Vektorprodukts ist das von den Tangenten-
vektoren d,7 und d,7 aufgespannte, orientierte Fldchenelement

df = d,7 x d,F
=(cos@-i+sing-j)x(—sing-i+cosp-j)dr-rde,

also

df=7<>-rdrd<,0 .

Beispiel: Die Kreisflache

Der Betrag der von einem Kreis mit dem Radius r = R = const umschlossenen Flache berechnet
sich in Polarkoordinaten gemaél3

R 2m R 27
A:J J rdrd(p:[f rdr}-[f dcp}
r=0J ¢=0 r=0 =0
R2
= — .21 =nR%.
2

Das ist sehr viel einfacher als die entsprechende Flichenberechnung in kartesischen Koordina-
ten. Die Integrationsgrenzen sind fest, das Doppelintegral kann faktorisiert werden. Der Grund
dafiir ist, daf3 die Kreislinie mit einer Koordinatenlinie r = const zusammenfallt.

Anmerkung Auch ohne Benutzung der Tangentenvektoren der Koordinatenlinien lassen sich
das Linienelement und der Betrag des Flichenelementes aus der Abbildung ablesen.
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ds
B\ )
A\
1 \
i |
T T+

Das Linienelement ds folgt direkt aus dem ,,in-
finitesimalen Pythagoras®.

Der Betrag des Flachenelements ergibt sich
elementar-geometrisch aus der Fliche eines
Kreissegments, das der durch den Offnungs-
winkel dy bestimmte Teil eines Kreisrings zwi-
schen den Radien r und (r + dr) ist, wie folgt:

de

df=g-n[(r+ dr)z—rz]

1
=rdrd<p(1+—g)
2r

—s rdrde.

Dabei haben wir fiir ein infinitesimales Fla-
chenelement % gegentiiber 1 vernachldssigt.
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4.2 Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2)

Zusammenhang mit kartesischen Koordinaten Zylinderkoordinaten bestehen aus den ebe-
nen Polarkoordinaten, die in zur (x, y)-Ebene parallelen Ebenen liegen sollen, vermehrt um
die kartesische Koordinate 2.

4 Da wir auch weiterhin den Ortsvektor eines Punk-
Z N o tes im Raum mit 7 und den Abstand vom Koordina-
D\ tenursprung mit r = |F| bezeichnen wollen, nen-
y P nen wir den Abstand von der z-Achse nun p. Bei
r ;7 den ebenen Polarkoordinaten bedeutet dies kei-
7 z nen Unterschied. Es besteht also der Zusammen-
A 4 N hang
¢ y X =pcosy
§C y=psing
2=2.

Tangentenvektoren der Koordinatenlinien Die Koordinatenlinien fiir z = const und
= const sind Ursprungsgeraden y = tan ¢ - x, die in der Hohe 2 in der zur (x, y)-Ebene par-
allelen Ebene liegen. Die Koordinatenlinien fiir 2 = const und o = const sind in den genannten
Ebenen liegende Kreise x* + y? = p2. SchlieRlich sind Koordinatenlinien fiir o = const und
¢ = const Geraden, die parallel zur z-Achse verlaufen. Dementsprechend sind die Tangenten-
vektoren der Koordinatenlinien

* z = const, ¢ = const:

d,7=¢, do

* z = const, o = const:

d,7=¢€,-odyp.

Darin ist der Einheitsvektor é’#, wie bei
den ebenen Polarkoordinaten, und EQ

entspricht €,. Hinzu kommt

* p =const, ¢ = const:

d7=2 dz=kds.

Das Linienelement Der Ortsvektor eines Punktes im Raum und sein Abstand vom Koordi-

natenursprung sind
7= ¢, +zk und r=/p2+22.

Daraus resultiert der Abstandsvektor

dif =2, dp + o dé, +k dz,
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der zwei infinitesimal benachbarte Punkte verbindet. Mit dé, =€, d¢ wird
di =2, do + 08, dp +kdz = d,7 + d,F+ d,7.

Das Betragsquadrat dieses Vektors ist das Quadrat

ds? = d7 - d7 = dp? + p? dp? + dz?

des Linienelements ds.

Beispiel: Wir berechnen in Zylinderkoordinaten die Bogenldnge einer Windung der friiher als
Integrationsweg benutzten Kreisspirale (Schraubenlinie)

- > . g 7 . 2n
F=Rcoswt-i+Rsinwt-j+ct-k mit 0<t<— und c=const.
w

Diese Parametrisierung durch t entspricht bereits der Einfiihrung von Zylinderkoordinaten mit
© =R =const, p = wt und z = ct in die kartesischen Komponenten von 7.

J— EEC. Damit wird
v g \\\\ Szf ds:J R2 dp2? + dz2
" { s C C
P : ’ ‘ 21/ w
_ f R dt
0
21/ w
VR J ar
0
= \/4m2R2 + 22

Wie es sein mul}, ergeben sich fiir z = ¢ = 0 die Polarkoordinaten als Spezialfall, und die
Bogenlidnge s = 2nR ist der Kreisumfang. Fiir ¢ > Rw wird s ~ z,. Anstelle der Variablen t
hétten wir auch ¢ oder z = = ¢ als Parameter fiir das Linienintegral verwenden konnen, was
natiirlich keine Auswirkung auf das Ergebnis gehabt hétte.

Die Flachenelemente Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, kommen zu dem von den ebe-
nen Polarkoordinaten her bekannten Flachenelement zwei weitere hinzu.

* z = const:
dfi = dpF x d,7= (€, x€é,)o do dp =k-p dp dy,

wie bei den ebenen Polarkoordinaten. Wenn k die dulere Normale sein soll, wird durch
dieses Flachenelement die Deckfldche des Volumenelements beschrieben.

* ( = const:
df, = d,;7x d,7 = (k x€,) dpo dz =€, - dpo dz,
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* o = const:
dfs=d,Fx d,7=(é, xk)pdp dz=¢€,-po dy dz.

Dies ist das Flachenelement fiir die Mantelflache eines Zylinders. Mit o =R und
0 < z < h ist der Betrag dieser Mantelfldche Ayj,ne1 = 27TR - h, also eine Rechteckfldche
mit der Grundlinie 27tR und der Hohe h.

Das Volumenelement Das Volumen des von den paarweise orthogonalen Tangentenvekto-
ren d,7, d,7 und d,7 aufgespannten Parallelepipeds ist durch das Spatprodukt
dV = (d,F x d,7)- d,F = df; - d,F
=dp-pdy-dz
in der Form (,,Grundfldche x Hohe“) gegeben. Dieses Resultat kann auch sofort aus der Abbil-

dung abgelesen werden. Die durch zyklische Vertauschung der Variablen entstehenden beiden
anderen Spatprodukte fiihren auf das gleiche Ergebnis.

Beispiel: Zylindervolumen

Das Zylindervolumen ist mit festen Integrationsgrenzen

R 2m h
V= J dV:f QdQJ dapf dz
0 0 0

Zylinder
R2
= ?-2n-h=nR2h,

also wieder ,,Grundfliche mR? x Héhe h“. Dies ist ein deutlich eleganterer Weg als die Berech-
nung des Zylindervolumens in kartesischen Koordinaten,

h
szf dx dy-f dz,
N—_—— JO

Grundflache

wo das Doppelintegral zur Berechnung der Grundfliache nicht faktorisiert werden kann (siehe
Berechnung der Kreisfldche).

4.3 Kugelkoordinaten (r, ¥, )

Zusammenhang mit kartesischen Koordinaten
Die Behandlung der Kugelkoordinaten beginnen wir mit den Zylinderkoordinaten, um die Po-
sition eines Punktes P im Raum zu beschreiben. Diese sind

xX=pcosp, y=psing und z=3z.

Die Koordinaten p und ¢ sind Polarkoordinaten in der zur (x, y)-Ebene parallelen Ebene in
der Hohe z.

Nun fassen wir den Punkt P als Punkt auf der Oberfldche einer Kugel auf, und p sei der
Radius des — geographisch gesprochen — Breitenkreises, auf dem dieser Punkt liegt. Diesen
Radius driicken wir mit Hilfe des Winkels ¥ durch den Kugelradius r aus.
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Wir lesen ab:

Zz D\ 0
~ po=rsind und z=rcos¥.

Damit resultiert der Zusammenhang

Z x = (rsind)cos ¢

y = (rsin?)sin ¢

~¥

z =rcosT

zwischen den kartesischen Koordinaten und den
X Kugelkoordinaten r, ¢ und ¢.

Darin ist r > 0 der Abstand vom Koordinatenursprung (Mittelpunkt der Kugel), 0 < ¢ < 7 die
Poldistanz (der Winkel (90° — ) ist die geographische Breite) und 0 < ¢ < 27 der Azimut-
winkel (nach Festlegung des Nullpunktes die geographische Lange). Die Intervallgrenzen der
beiden Winkel sind dabei so, dal? jeder Punkt einer Kugel genau einmal erfal3t wird.

Die Umkehrung dieses Zusammenhangs ist

T

r=4/x2+y2+22
tany =

costv =

RN D
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Tangentenvektoren der Koordinatenlinien

@: Azimut, ¥: Poldistanz

Der Ortsvektor des Punktes P ist
F= r'gr('ﬂ’@)-

Die Koordinatenlinien sind rdumliche Ursprungsgeraden (Radien) in radialer Richtung, Brei-
tenkreise der Kugel in azimutaler Richtung und Langenkreise (Meridiankreise) in meridionaler
Richtung.
Der Abstandsvektor zweier infinitesimal benachbarter Punkte P; und P, ist
ar or ar
di = — dr+ —— di+ — de¢.
ar T8 T8, ¥

Beim Fortschreiten in radialer Richtung (# = const und ¢ = const) haben wir

L, or <8x7 oy - 82—»)
dif=—dr=(—i+—=—=j+—-—k|d
R T P T -
= (sim’?cosgo T+sindsing -]+ cosﬂ-i) dr
=¢, dr.

Auf die gleiche Weise ergibt sich in azimutaler Richtung (r = const und ¢ = const)

or 2 K
v?:édgp:rsinﬁ (—sintp-i+costp'j) de

=€, -rsind-dyp.

d

Darin ist r sin? = p der Radius des zu den festen Werten von r und ¥ gehérenden Breiten-
kreises.
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In meridionaler Richtung (r = const und ¢ = const) ist schlieRlich

ds7 = 2—; dd=r (cosﬁcoscp T+ cos¥ sin @ -]q'—sim?-fé) dd

=Eﬁ-rd1?.

Hier haben wir die paarweise orthogonalen Tangenten-Einheitsvektoren

-

¢, =sin® (cosp-i+sinp-j)+cost -k
€s =cosl (coscp T+sing f) —sin® -k
€, =—sing-i+cosp-j

eingefiihrt. Deren Richtungsdnderungen werden durch die Relationen

Je Je
% =€ und a: =sind - €,
Je Je
% =—¢, und 8—65 = cos €,
dgw 2 sind+32 9
T = +
o (é,sin égcos)

beschrieben. Diese Relationen ergeben sich durch Differentiation der vorstehenden Formeln, in
denen die Tangenten-Einheitsvektoren durch die raumfesten kartesischen Vektoren i, j und k
ausgedriickt sind. Der Leser ist aber aufgerufen, sich diese Beziehungen anhand der Abbildung
auch anschaulich zu verdeutlichen, so, wie wir es fiir die Polarkoordinaten vorgefiihrt haben.

Das Linienelement Damit ist der Abstand zweier infinitesimal benachbarter Punkte P; und
P,, geschrieben mit diesen Einheitsvektoren,

dFf =€, dr+é;-r dd+é, rsind dy,

und das Quadrat des Linienelements ds wird

ds? = d7- d7 = dr? +r? d9% + r2sin? 0 de? |.

Die Flichenelemente
* r = const: Mit dieser Bedingung resultiert das Fldchenelement der Kugeloberfldache

df; = dg¥ x d,F =2, - r’sin® do de.
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Beispiel: Flacheninhalt der Kugeloberfldche

Der Radius der Kugel sei R. Dann ist ihre Oberflache

T 21
Agugel = R? f sin?¥ dﬁf de
0 0

= R? (—cosﬁ‘)|g 21 = 4nR?.
* (p = const:
df, = d,7 x dg7 =€, -r dr di.
Das ist offensichtlich das Fldchenelement eines Kreises, in diesem Fall des zu dem kon-
stanten Winkel ¢ gehérenden Meridiankreises.
* {4 = const:
dfs =d,F x d,F =& - rsind dr dep.
Das ist das Flachenelement der Mantelfliche eines Kreiskegels mit seiner Spitze im Ko-
ordinatenursprung und dem halben Offnungswinkel & = const.

Beispiel: Wir berechnen den Fldcheninhalt dieser Mantelflache.

Der Radius der Kugel und damit die Lange der Mantellinie des Kegels sei R, der konstante
Winkel 1 sei 7. Dann ist die Mantelflache

R 27
AMantel = sim?of r drf dy = nR(Rsin,),
0 0

worin der in Klammern stehende Ausdruck den Radius g der kreisférmigen Grundflédche
des Kegels bedeutet.

Das Volumenelement Das Volumenelement ergibt sich beispielsweise aus dem Spatprodukt
(ds? x d,7)- d,7 = dfy - 4,7
zu
dV =r?sin® dr d¢ dy.
Dieses Volumenelement l4[3t sich auch direkt aus der Abbildung in der Form
dV =(r d¥rsind dy)- dr
ablesen.

Beispiel: Kugelvolumen

Das Volumen des von einer Kugel mit dem Radius R umschlossenen Raumes berechnet sich
mit festen Integrationsgrenzen zu

R T 27
V=J r2 er sinﬂdﬁf de.
0 0 0

Die Auswertung der beiden Winkelintegrale ergibt 47, die Oberfldache der Einheitskugel (siehe
oben). Das Volumen ist somit
R3 4,
V="~ 4n=—R%.
3 3

Im Vergleich mit kartesischen Koordinaten ist dies eine sehr viel einfachere Berechnung des
Kugelvolumens.
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4.4 Zusatzlicher Inhalt: Die Jacobi-Determinante

Wir betrachten noch einmal die Volumenelemente dV in Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Diese Koordinaten bezeichnen wir wie in der Tabelle angegeben.

| X1 X X3
kartesisch | x y =z
Zylinder o ¢ z
Kugel ro v

Um den Formelsatz einfach zu halten, schreiben wir fiir die Tangentenvektoren der Koordi-
natenlinien d;7 = d, 7 und entsprechend fiir die anderen Koordinaten und Indizes. Es ist
also beispielsweise in Kugelkoordinaten d;7 = d,7. Die Tangentenvektoren d;7, d,7 und
ds7 spannen ein Parallelepiped auf, das im Fall von Orthogonalkoordinaten rechtwinklig, also
ein Quader ist. Das Folgende ist nicht auf Zylinder- und Kugelkoordinaten, nicht einmal auf
Orthogonalkoordinaten beschréankt.

Das Volumenelement ist durch das Spatprodukt

dV == |(d1? X dz?) . d3?|

oder eine seiner beiden zyklischen Vertauschungen gegeben. Mit 7 = xi + yj + zk ist

i ]k
dx Jdy 0z
- - - ox» 0Jy-» 0z
ds7-(d7 x dy7) = (8x3l+ 3x3]+ 8x3k> dxsz-|dx; dx; Jx;|dx;dx,.
ox Jdy 09z
axZ 3x2 aXZ
Die Ausfiihrung des Skalarprodukts fiihrt zunachst auf

oy 9z ox 9z ox Oy
ox |9x1 9x; dy dx, 0x s |9x1 9xy

—_ —_—. + —
P |oy ozl 9% \ox  oz| % |ox Oy
axZ 3X2 3x2 BX2 3x2 33(2

Dieser Ausdruck kann als dreireihige Determinante geschrieben und nach den Regeln fiir die
Vertauschung von Zeilen einer Determinante weiter umgeformt werden, sodafs wir

dx Jdy 0z dx Jdy 0z
8X3 ax?, 8X3 3x1 axl 3x1
dx Jdy 9z| |dx Jdy 0Oz
dx; dx; Ixi| |9xy 3x, Ix,
ox Jdy Oz dx Jdy 0Oz
3x2 8XZ aXZ 5’x3 3x3 ax:;
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Kapitel 4. Intermezzo: Krummlinige Orthogonalkoordinaten

erhalten. (Probe: Wenn wir diese Determinante nach ihrer ersten Zeile entwickeln, kommen
wir auf den urspriinglichen Ausdruck zuriick.) Vertauschen wir nun noch Zeilen und Spalten,

gelangen wir zu dem Ergebnis

dx Jdx Ix
3x1 3x2 3x3

dy Jdy 9y
3x1 axZ aX3

ds7 - (d; 7 x dp7) = dx; dx, dxs.

dg dz dz
0x; 0Jxy OJxs

Diese leicht einprdgsame Determinante schreiben wir symbolisch in der Form

d(x,y,2)
0(xq,x5,X3)

auf. Sie heif3t Jacobi-Determinante.
Das Volumenelement ist also in krummlinigen Koordinaten

d(x,y,2)
0(x1,x5,x3)

dv = ' dxl dX2 dXB,

was natiirlich die kartesischen Koordinaten als trivialen Spezialfall einschlief3t.
Anmerkung In zwei Dimensionen beschreibt die Jacobi-Determinante den Betrag des

Flachenelements,

d(x,y)

dx, dx,.
9(xy,x5) e

df:‘

Beispiel Die Jacobi-Determinante ist in Zylinder- und Polarkoordinaten

cos —p sin 0 .
2(x,y,2) _ sin:Z Qgcosf ol=o bow a(x,y) _|cosp —rsing| _
(o, p,2) 0 0 1 " 9(r,p) |sing rcosgp
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5 Der Greensche Satz

Gegenstand dieses Abschnittes soll die Frage sein, wie das Linienintegral eines Vektorfeldes d_;
iiber einen geschlossenen Weg C mit einem Flachenintegral iiber das Gebiet G, das von diesem
geschlossenen Weg umrandet wird, zusammenhé&ngt.

5.1 Herleitung des Greenschen Satzes

Wir berechnen fiir das zweikomponentige Vektorfeld

¢ =P(x,y)T+Q(x,y)]

in der (x, y)-Ebene das Linienintegral

jQ $d?=§(de+Qdy)
C C

in zwei Schritten.

Schritt 1: 9§CP(x,y) dx

Y
- Das Gebiet G soll so beschaffen sein, dal} wir sei-
Z ne Randkurve C durch zwei Parallelen zur Ordina-
tenachse an den Stellen x = a und x = b in zwei
i Teile C; und C, zerlegen konnen, die durch die
| ! Funkti.onen y = f1(x) bzw ¥ = fy(x) beschreib-
! C, | bar sein sollen. (Komth1erter geformte Grundge-
: i biete: siehe spiter.) Uberall auf C; ist y = f;(x),
p ) > und auf C, ist y = f,(x). Die Kurve C = C; + Cy
G: Gebiet wird entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.
Ci: y=fi(x), Cy: y=fo(x)
Es ist
-
P(x,y)dx = Pdx+ | Pdx
J Jo Cy
r b a
= | Plx, fi(x)] dX+J P[x, fa(x)] dx
J a b
r b

= | {PE A0 =Pl ol } dr.

a
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Kapitel 5. Der Greensche Satz

Andererseits ist auch

b fa(x)
P P
fj op dx dy = f [J op dy] dx
¢ 9y o Jaw 9y
y=fo(x)

b
= J P(x,y) dx

y=f1(x)
b
- f {PLx, ()] = PLx, ()] } dix.

Der Vergleich zeigt
op
j(dez—fja dx dy.
2 G

Schritt 2: 9§Q(x,y) dy
C

Da nun die y-Integration auszufithren ist, vertau-
schen Abszisse und Ordinate ihre Rollen. Dement-
sprechend zerlegen wir die Randkurve C durch
zwei Parallelen zur x-Achse bei y =cund y =d
in zwei Teile C3 und C,, die durch die Funktionen
x = f3(y) und x = f4(y) beschrieben werden. Die
Kurve C = C3 + C4 wird entgegen dem Uhrzeiger-
sinn durchlaufen.

G: gleiches Gebiet
Cs: x=f3(¥), Cs: x=f4(y)
Es ist

d c

3€Q(x,y) dy =J QLf4(y),y1dy +f QlLf3(y),yldy
c d

C

d
=J {QUA).1-Qlh() ¥ | dy.

Andererseits ist auch

d fa(y)
2Q _ 2Q
fo Ix dx dy —JC U T dx] dy

f3(y)
d
- f (L. y1-QU) Y1 | dy .

Der Vergleich zeigt
2Q
dey:ﬂa dx dy .
G

C
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Beide Schritte zusammen ergeben die Aussage des Green’schen Satgzes, dafd wir — zunéchst in
zwei Dimensionen — das Linienintegral eines Vektorfeldes qg = Pi + QJ iiber einen geschlos-
senen Weg C durch ein Flichenintegral iiber das Gebiet G ersetzen konnen, das von diesem
geschlossenen Weg umrandet wird, wenn wir den Integranden aus den Komponenten P und
Q von qb gemal (— — —) bilden. In Formeln:

§ jg(pdx+Qdy)_ﬂ<a—Q—a—P) dx dy

5.2 Beispiele

Beispiel 1: Konservatives Kraftfeld

Das Vektorfeld (f; sei ein Kraftfeld F in zwei Dimensionen mit den Komponenten P = F, und
Q = F,. Dann ist die Arbeit entlang des geschlossenen Weges C

fpdr_jg(zv dx+F, dy)—ff(;;y )d dy.

Fiir — = —= ist ff =0 und somit F eine konservative Kraft.

Beispiel 2: Der Flacheninhalt als Linienintegral

Es sei P = —y und Q = x. Dann ist nach dem Greenschen Satz,

}(x dy—y dx)=2ff dx dy
G

9

und damit ist der Flacheninhalt A; des umrandeten Gebietes G

1
AG=E§(xdy—ydx).
C

Der Flacheninhalt A; eines Gebietes la3t sich also auf ein Linienintegral entlang der dieses
Gebiet umschlief3enden Randkurve C zuriickfiihren.

Zur Illustration berechnen wir den Inhalt der von einer Ellipse umschlossenen Fldche. Mit der
2 2
x
Ellipse 7+ Z— =1 als Randkurve wird C : y = :I: v a2z —x2

* Fliachenintegral
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Kapitel 5. Der Greensche Satz

a
b
4J —Va?—x2dx
0 a

|
/g
IS
Y
Il

b 1
YA —4=.Z (x a2 — x2 + a® arcsin E)
a 2 a’lg
b 5, . T
=2—-qa“arcsinl =2ab- — =mab
a 2
* Linienintegral
) b b xdx e .
Mit y =+—+va2—x2und dy = —— — haben wir fiir den unteren Ellipsenbogen
a asa4—x

y durch —y und dy durch d(—y) zu ersetzen und erhalten
1
> f (xdy—ydx)

a 2 —a 2
be (x_+./—a2_xz> dx_léj <X_+ az_xz) dx
a a

2a | ,\Va2—x2 2a 22
unterer Ellipsenbogen oberer Ellipsenbogen
a a
b x2 dx
=— ———+Va*—x2) dx=ab —_
a ) _,\va2—x2 _q Vaz—x2

a

X
= 2ab - arcsin —
alo

=2ab-£=7‘tab.
2

Anmerkung Beikomplizierten Grundgebieten G
zerlegen wir das Gebiet gemédR G = G;+ G, +... in
Teilgebiete G;, die so beschaffen sind wie in den
bisherigen Beispielen. Der Greensche Satz wird
nun auf jedes Teilgebiet G;, G,, ... angewandt.
Die Linienintegrale an den inneren Grenzen heben
sich dabei auf, sodaf3 das Kurvenintegral entlang
X der Kurve C {iibrigbleibt.
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6 Der Stokessche Satz, Zirkulation und
Rotation

Wir werden im folgenden den Greenschen Satz auf drei Dimensionen erweitern. Dazu begin-
nen wir mit einer Interpretation der Begriffe aus dem Greenschen Satz (zweidimensional) am
Beispiel der Hydrodynamik.

6.1 Die Zirkulation eines Vektorfeldes

Das Vektorfeld d_; fassen wir als Stromungs- oder Geschwindigkeitsfeld ¥ auf.

Stromlinien

dem Uhrzeigersinn
(' entgegengesetzt

Eine Kurve C werde von diesem Stromungsfeld ¥ durchflossen. Beide liegen in der gleichen
Ebene. Die Stromungsgeschwindigkeit ist ¥, der Tangenten-Einheitsvektor der Kurve C ist der
Vektor t, sodaR d7 = ds -t und |d¥| = ds das Bogenelement der Kurve ist. Damit ist das

Linienintegral
§17d?=§(17-?)ds
C C

die Summe der Tangentialkomponenten von v entlang der Kurve C. (Dabei ist d7 das infini-
tesimale Abstandselement zweier Punkte der Kurve C und nicht der Stromlinien. Es gilt also
nicht vV = %.) Das Linienintegral entlang C kann grol3er, kleiner oder gleich Null sein,

}Sﬁd?

> 0, falls «<(V, d7*) tiberwiegend spitz; Stromung ,netto“ entgegen Uhrzeigersinn
=0, falls keine ,Netto-Drehung“ der Fliissigkeit in Bezug auf C
< 0, falls <«(¥, d7*) iiberwiegend stumpf; Stromung ,netto“ im Uhrzeigersinn .
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Kapitel 6. Der Stokessche Satz, Zirkulation und Rotation

jg*d?=§(¢ 7) ds

als , Zirkulation von d; entlang C“ und haben damit ein MaR fiir die Umstrémung der Kurve C.
Je nach Bedeutung des Vektorfeldes ql; finden wir andere Begriffe fiir die Zirkulation, wo-
bei es sich um die gleiche mathematische Konstruktion handelt. Ist beispielsweise q§ = F eine
Kraft, ist die ,,Zirkulation der Kraft“ die Arbeit. Ist (j_; = E die elektrische Feldstérke, ist die
,Zirkulation der Feldstdrke“ die Umlaufspannung. Im direkten Sinne anschaulich ist die Zir-
kulation, wenn (wie oben) qg =V die Stromungsgeschwindigkeit einer Fliissigkeit ist.

Wir bezeichnen deshalb

6.2 Beispiele fiir ebene Stromungen

Zur Verifikation des Greenschen Satzes sollen nun einige Beispiele dienen.
Beispiel 1: Die lineare Stromung ¥ = ay - { mit a > 0

Esist P=ay,Q=0und V- dF¥ = ay - dx. In Worten: Die Stromung verlduft in Richtung der
x-Achse und nimmt dem Betrag nach senkrecht zur Stromungsrichtung linear zu. Die Kurve
C besteht aus den vier Rechteckseiten Cy, ..., Cy4, die paarweise parallel und senkrecht zu den
Stromlinien liegen.

e Zirkulation (Linienintegral)

Cs
5 T e
7 = ydrf + Vv dr + y d7
,/ Cl C2 C3
,’v N—— —— N —
G Gy, 7 a<x<b dx=0 b=x>a
/
i Y= Y=Y3
i ¥ +f v dr
1 ——
,, -y dx=0
a b

b a
=ay1f dx+0+ay3J dx +0
a b

=a(y; —y3)(b—a)<0

Dies entspricht einer Netto-Strémung im Uhrzeigersinn, was auch durch die Abbildung direkt
nahegelegt wird.

* Flachenintegral

Es ist 8_P =aund — °Q _ = 0 und damit
dy dx
d ap
<—Q——> dx dyz—af dx dy
G

=—a-Ag=a(y; —y3)(b—a).
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Darin ist Ag = a(y3—Yy;)(b—a) der Flacheninhalt des rechteckigen Gebietes G, das von
den Kurvenstiicken Cy, ..., C4 umrandet wird.

Wir stellen Ubereinstimmung fest.

Beispiel 2: Die radiale Stromung

R R - - >0 :vom Zentrum weg
V=ar=a(xi+yj), a .
< 0 :zum Zentrum hin

Die Kurve C sei ein Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Zentrum der Strémung zusammenfallt
und der von den Stromlinien senkrecht durchsetzt wird.

YA
» Zirkulation (Linienintegral)

Es ist auf dem Kreis C tiiberall «(V, d7) = 5 und
damit ¥ -t = v - cos<(¥, ) = 0. Somit ist

KY
geﬁ
<!
ol
=
Il
(=)

Die Stromung ist damit wirbelfrei, d.h. die Fliis-
sigkeit hat keine ,Drehtendenz® in Bezug auf
die gegebene Kurve C.

* Flachenintegral

Esist P = ax und Q = ay und damit 8_P =0= B_Q’ also
dy dx

Wir stellen Ubereinstimmung fest.

Beispiel 3: Die starre Rotation ¥ = w(—yi + xj) = & x 7 entgegen dem Uhrzeigersinn

Die Stromung erfolgt mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & = wk auf Kreisen. Die Stré-
mungsgeschwindigkeit v = wr nimmt linear mit dem Abstand r vom Zentrum zu. Die Kurve
C sei einer dieser Kreise mit dem Radius R.
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e Zirkulation (Linienintegral)

YA
U Uberall auf der Kurve C ist <(¥, d7*) = 0 und damit
cos<(V, dr¥) = 1. Wir berechnen in Polarkoordina-
ten
§ vdr = § vds
T
C C
21
fa)r rde= a)RZJ dy
0
B C
vt =2mwR*> 0.

* Flachenintegral

Esist P = —wy und Q = wx und damit op =—w und 9Q = w. Also ist
y dx

jf(a—Q—a—P> dxdy=2wfj dx dy = 2w - TR?.
G

Es ist Ag = mR? die Fliche des von der Kurve C umschlossenen Kreises.
Wir stellen Ubereinstimmung fest.

Beispiel 4: Der ,,Abflulf” im Uhrzeigersinn,

- : a
V=—i——j mit a>0 und v=—.
r2 r2 r

Die Stromung erfolgt wiederum auf Kreisen, aber die
Stromungsgeschwindigkeity nimmt nun auf das Zen-
trum hin zu. Der wesentliche Unterschied zur star-
ren Rotation besteht darin, da ¥ im Koordinatenur-
sprung (0, 0) singular ist. Die Kurve C sei einer dieser
Kreise, der aber entgegen dem Uhrzeigersinn durch-
laufen wird.

<y
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e Zirkulation (Linienintegral)

Uberall auf C ist <(¥, d*) = 7 und damit cos (¥, d¥) = —1, also

fvcrf:—jﬂvds:—}%-rdcp

c C c
2n
=—af dy =—2na <0.
0

* Flachenintegral

. ay ax . OP a y? aQ a ( x2>
EsistP=—undQ=——7mit — = —|(1-2~ |Jund — =——(1—-2—,
r2 Q r2 oy r2 ( r2) dx r2

2. .2
{;f(g—(j—g—i) dxdy=2a£f<—rl2+x :;y ) dx dy =0,

wobei wir im letzten Schritt von x? + y? = r? Gebrauch gemacht haben.

also

Hier stellen wir erstmals keine Ubereinstimmung fest. Die Frage ist nun, ob der Greensche
Satz nicht erfiillt ist. Da P und Q in (0, 0) jedoch nicht definiert sind, ist dieser Satz hier nicht
anwendbar. Die direkte Berechnung der Zirkulation als Linienintegral bleibt aber auch bei
Singularitdten moglich.

6.3 Verallgemeinerung des Greenschen Satzes auf 3 Dimensionen

Wir vollziehen den Ubergang vom zweidi-
ZA mensionalen zum dreidimensionalen Vek-
torfeld,

$=Pi+Qj] — J=Pi+Qj+RkK,

wobei im allgemeinen jede der Komponen-
ten P, Q und R von jeder der Koordinaten x,
y und z abhéngt.
Die Fldche (surface) S werde durch eine
Funktion g = z(x, y) beschrieben. Ihre Pro-
jektion in die (x, y)-Ebene ist das Grundge-
biet G mit seiner Randkurve C;. Umgekehrt
ist die Randkurve Cg von S das Bild der Kur-
ve C;; bei der Abbildung z = z(x, y). Anders
als in der Abbildung muf3 die Randkurve Cg
Ca weder in einer zur (x,y)-Ebene parallelen
G: Grundgebiet (,,Grundrif3*) Ebene noch iiberhaupt in einer Ebene lie-
gen.

<Y

Wir berechnen zuerst die Zirkulation von 5 entlang der Randkurve Cg von S,

§¢?d?=§(pdx+Qdy+Rdz).
Cs Cs
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Wegen z = z(x, y) haben wir

Damit ergibt sich in den beiden Dimensionen der (x, y)-Ebene

jgé'd?:f KPJFR%) dx + (Q+R%> dy} .
dx dy

Darauf wenden wir den Greenschen Satz in zwei Dimensionen mit (P + Rg—i) anstelle von P

und (Q + Rg—;) anstelle von Q an und erhalten

o3 (ens)-5 ()] o

Die Variablen x und y variieren im Grundgebiet G unabhéngig voneinander und es ist zu
beachten, dall P = P[x, y,z(x, y)] ist, was ebenso fiir Q und R gilt Damit folgt weiter

BQ BQaz JOR 0z OR 0z
é"’dr_f” z0x dxdy Mfaaj E

9P _@Pds 0R3z 0R2zdT_, % |
dy 0Jdzdy Jdydx Jdy dx y&’x Y
aQ 8R) 0z <8R 8P> <8Q 8P>}

= -_— - +|=——= +|——— | dxdy

IJK dx dx Jdz/ dy dx Jdy

Das 1463t sich als Skalarprodukt

¢ di

JOR 8Q> (aR aP)-, <8Q 8P>—»}{ 0z - 0z -+ =
- or_ %% ) (- |- E7-ZE5 4R dxd
g[(ay 5z) " \ax "3/ \ax "5y ox 3y’ e
schreiben.

Anmerkung Fiir zwei Dimensionen mit P = P(x,y), Q =Q(x,y), R=0 und g—f{ =0=2
ist der Greensche Satz als Spezialfall richtig enthalten.

Diskussion der beiden Faktoren des Skalarprodukts

JOR 6Q> <8R 3P) (3Q 3P>-»
Faktor 1: <——— — —— ) j+l=—=—=]k
ke d Jdy 0Oz dx Oz dx Jy

Der erste Faktor hat offensichtlich die Struktur eines Vektorprodukts und kann symbolisch
in Gestalt der Determinante

i j k

%, g 0 O
- — |=v
dx Jdy 0z ¢
P Q R
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aufgeschrieben werden. Darin bezeichnet

V=

den sogenannten Nabla-Operator. Es handelt sich um einen Vektor-Differentialoperator, der,
angewandt auf eine skalare Funktion U, den Vektor grad U = VU ergibt.!

Man bezeichnet ¥ x (]_5 =rot q_§ als Rotation des Vektorfeldes d_; . 2 Die Rotation eines Vektor-
feldes ist nach Definition selbst wieder ein Vektor, nidmlich

- OR 3Q)—,» <3R 3P>—.» (3Q ap)#
=|\m———=)i—|\m=———=—)j+t|=——=— ) k|
rot$ (8y 0z ' ox 0Oz / dx Jdy

Wie fiir ein Vektorprodukt typisch, ist dieser Vektor dadurch gekennzeichnet, daf® in seiner
x-Komponente weder nach der Variablen x abgeleitet wird noch dal} die x-Komponente P des
Vektors ¢ vorkommt. Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Komponenten.

Faktor 2: ——l——j+_lé
- x

Wie wir bereits wissen, ist der zweite Faktor der Normalenvektor der durch z = z(x, y) be-
schriebenen Flache S und

ihr Flachenelement d f .

Damit hat die Verallgemeinerung des Greenschen Satzes auf drei Dimensionen, der Stokessche

Satz, die kompakte Gestalt
fﬁ q_5 dr = ffrotqg df .
S

Cs

In Worten: Die Zirkulation eines Vektorfeldes d; um einen geschlossenen Weg Cj ist gleich dem
Oberflachenintegral der Rotation von ¢ auf einer Oberflache S, die Cg als Randkurve hat.

Anmerkungen

a) In der Herleitung des Stokes’schen Satzes spielt es keine Rolle, welche Fldche S von Cg
umrandet wird. Flaichen konnen deformiert (vereinfacht) werden, solange sie als eine
Funktion z = z(x, y) darstellbar sind und ihre Randkurve dabei nicht verdndert wird.
(Beispiel siehe unten.)

b) Esist
grotd—; deO,

S
da geschlossene Flachen keine Randkurven haben.

'n der Literatur wird der Pfeil iiber dem Symbol V meist weggelassen.
2In der englischsprachigen Literatur finden wir oft anstelle von rot ¢ die Bezeichnung curl ¢.
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6.4 Zur Bedeutung der Rotation

Wir beginnen damit, die zweidimensionalen Beispiele noch einmal zu betrachten. Die Kurve
C ist jeweils die gleiche wie zuvor. Fiir alle diese Fille ist df = k- dx dy.

Beispiel 1:  Die lineare Stromung Vv = ay -1, (a>0)

Cc

e Zirkulation

* Rotation .
i j k
G, G, 5, - - o
tV=|— — —|=—ak, df =kdxd
rotv ox 3y 0z ak, df x dy
ay O 0

Somit ist tibereinstimmend

fjrot?/ dfz—ajf dx dy = —aA;.
S G

Beispiel 2: Die radiale Strémung ¥ = aF = a(xi + yj)

jﬁmzo
C

e Zirkulation

* Rotation .
i Jj k
7 5} 5} G, 5
rotv=|— — —|=0,
dx Jdy 09z
ax ay O

das Stromungsfeld ist wirbelfrei.

ffrotfz’ dsz.

S

Somit ist ibereinstimmend

Beispiel 3: Die starre Rotation ¥ = & x ¥ = w(—yi + xJ) mit & = wk
e Zirkulation

jg VdFf =2nwR? =2w-Ag
C
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Rotation . R R
i j k
0 0 %, > IO
rotv = a E % =2wk=2&, df =kdxdy
—wy wx 0

Somit ist tibereinstimmend

jf rotv df =2w jf dx dy =2wA; .
S G

Anmerkungen:

a)

b)
c)

d)

Die Rotation eines Vektorfeldes ist ein Vektor, der das Vektorfeld lokal charakterisiert.
Hingegen ist die Zirkulation eine Zahl (ein Integral), die das Vektorfeld global charakte-
risiert.

Allgemein ist rot 7 = 0, auch in drei Dimensionen.

In allen diesen Beispielen erfolgt die Stromung in der (x, y)-Ebene, die den Normalen-
vektor 7i = k hat. Und in allen diesen Beispielen hat der Vektor rotV nur eine konstante
Komponente in Richtung k. Es ist jeweils

1
=2
c

k-rotv y dr.

Wir kénnen daher sagen, daf’ k-rot¥ = fi-rot ¥ auch die Normalkomponente des Vektors
rotV ist und den Zusammenhang zwischen Zirkulation und Rotation so formulieren: Die
Normalkomponente der Rotation ist die Zirkulation pro Fldche. Dieser Satz bleibt fiir eine
kleine geschlossene Kurve C, die eine ebene Flache mit dem Normalenvektor 7i anstel-
le von k umschlief3t, auch dann richtig, wenn der Vektor rotV nicht eine so besonders
einfache Gestalt hat wie in diesen Beispielen.

Zur anschaulichen Bedeutung der Rotation eines Vektorfeldes:

. Es ist k - rot ¥ maximal, falls rot ¥ ||? ist. Da-
r . —k mit konnen wir der Rotation eine anschau-
liche Bedeutung geben:

N
<y

Der Vektor rot V zeigt die Richtung an, in die
wir ein Schaufelrad halten miissen, damit es
sich, von der Spitze seiner Achse gesehen,
entgegen dem Uhrzeigersinn am schnellsten
dreht.

<i

Zu Beispiel 1: rotV = —ak (a>0)
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6.5 Beispiele fiir den Stokesschen Satz

Beispiel 1: Das Vektorfeld q_5 sei ein dreikomponentiges Kraftfeld F.

Ist rotF =0, folgt aus dem Stokesschen Satz direkt

und somit, daR das Kraftfeld F konservativ ist. Wir wissen bereits, daf sich F dann als Gradient
eines skalaren Potentials U darstellen 1:48t, F = —grad U. Wir haben also

i 7k
d d d
rotgradU=V x (VU) = | 5x 2y 0z
v ou ou
dx 0Jdy Oz

und nach expliziter Darstellung der symbolischen Determinante

*u aZU)_a_ (82U B 82U> - (82U B 82U)
dydz 0zdy Oxdz Jdzdx dydx 9Ixdy

=0 =0 =0

rotgradU =1 - (

Il
ol

Beispiel 2:
Das Vektorfeld sei durch

F=(y—2)+G—x)f+—k=Fx(+]+0

gegeben, sodal}

rotgg =—2((+]+ k)

ist.
Die Fliche S sei die Kappe eines Rotationsellipsoids, die wie folgt beschrieben wird.

66



Karl-Heinz Lotze — Mathematische Methoden der Physik I

S: Rotationsellipsoid 2(x%2+y?)+z2=1

Cs: Kreis in Hohe z = % parallel zur
(x,y)-Ebene,

1
202+ y*)+ - =

1
2
1 1
' { x2+y?= 7 (Radius 5),
4 h el
A : LA iy .
] P ,/: parametrisiert durch (Polarkoordinaten)

\
\
+ - - 1 1
‘_CL __,//i y x=§cos<p und y=§sin<p.

i / Damit wird fiir Cg
\ /
B ¥ / ?—1cos ?+1sin _"+1 k
“ - ) 7 5 % 5 $-J /2
und
1
dr

=3 (—sing -i+cosg-j) dy.

» Zirkulation (Kurvenintegral)

§$d?—fzn [—1 <lsin<p—i>smnp+1( L 1cosnp>cos<p} de
) o L 2\2 V2 V2 2
S

1 2r 27
.2 2
=— sin“ ¢ + cos d +— sine d +— cosp d
4L (sin” ¢ p) de 22)y M ¢ dy J v do
=1
:——-27’[:—E
4 2
* Oberflachenintegral
Mit z = /1 —2(x2 + y2) wird
- 3 rd 3 -4 2 2 - -
df=<——zl——"’]+k> dxdy=(—l+—yj+k) dx dy
dx oy Z Z
und
> = 2 2
rotd df = —2=XF2Y*2 41 qy
Z
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Damit folgt bei Verwendung von Polarkoordinaten auf G {ibereinstimmend

dx dy

- = 2(x+y)
rot¢p df =—2 [
I v
__2J J 2r(cos<p+s1n<p) 1}
V1i=2r2

r<dr 2r z 2

=—4 —[f coscpd<p+J sinapdap}—ZJ rer de
o v1=2r2[Jo 0 0 0

=0 =0

r
=—2. —
2

Anmerkung: Eine vorherige Deformation der Flache S zur Fldche o mit gleicher Randkurve
Cs hitte schneller zum Ergebnis gefiihrt. Mit

1 1 S o
—, g=— und df =k-dxd
4 V2 f Y

erhalten wir
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7 Der Gaufdsche Satz, Flul3 und Divergenz

7.1 Der Fluff eines Vektorfeldes und der Gauf3sche Satz fiir die
Ebene

Wie bei der Herleitung des Stokesschen Satzes betrachten wir zuerst das Stromungsfeld einer
Fliissigkeit in der Ebene. Eine Kurve C wird von diesem Stromungsfeld durchflossen. Beide
liegen in der gleichen Ebene. Die Stromungsgeschwindigkeit ist V.

Stromlinien

oy

Wie wir bereits wissen, beschreibt der Ausdruck

§\7d?=§(17-f)ds mit ds = |dF]|
C

Cc

die Aufsummierung der Tangentialkomponenten (V-t) von ¥ entlang der Kurve C. Diese Summe
haben wir als Zirkulation (Umstrémung) von ¥ in Bezug auf diese Kurve bezeichnet.

Die Frage ist nun, welche Bedeutung der Summe der Normalkomponenten (V - i) von ¥
zukommt.

Vorbereitendes Beispiel Eine Gerade C werde auf einem bestimmten Abschnitt der Lange
s mit der Geschwindigkeit ¥ durchstromt.
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Es bedeuten

* V: Stromungsgeschwindigkeit
der Fliissigkeit
* A=s-d-cos0:
Mal? fiir die Fliissigkeitsmenge

C, Gerade d A .
e 7T=—=———: Durchfluflzeit
Vv s-v-cosB

Wir bezeichnen die Fliissigkeitsmenge

A N
—=s-v-cosO =s-(V-i),
T

die in der Zeit T durch ein gerades Segment der Linge s von C tritt, als Flul3.

Verallgemeinerung Der Fluf3 eines Vektorfeldes ¥ durch eine Kurve C ist das Integral

f(\'%fi)ds.
c

Es ist ein MaR fiir die Durchstromung der Kurve C. Dieser Begriff , Fluf3“ ist nicht an geschlosse-
ne Kurven oder Flachen gebunden. Es entspricht unserer Anschauung, daR es fiir ¥ L i keinen
Fluf durch C gibt.

Flu} durch eine geschlossene Kurve Wir betrachten nun den Flul3 durch eine geschlossene
Kurve C, die ein Gebiet G umrandet, in der Absicht, auf den Greenschen Satz zuriickgreifen
zu konnen.

Das Vektorfeld ¥ habe die Komponenten P(x, y) und Q(x, y),

V=P-i+Q-J.

Somit ist der FluR® durch eine geschlossene Kurve C
}(v-ﬁ) ds:jg(P?+Qf)-ﬁds.
C C

Wenn wir die Kurve C durch t parametrisieren, ist das Bogenldngen-Element ds durch

ds = | d7| = /(dx)2 + (dy)2 = /2 +y2 dt

gegeben. Wir betonen noch einmal, daf3 % nicht die Stromungsgeschwindigkeit der Fliissigkeit
ist.
Um den Fluf zu berechnen, suchen wir nun nach einem Ausdruck fiir den nach aufSen ge-
richteten Normalenvektor. Es ist
A=Txk.
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Der Tangenten-Einheitsvektor f ergibt sich aus

d#  ds . L Xi+y)
= Zu t = ——

—=—"t = .
de dt /%2 + y2

Der Normalen-Einheitsvektor 7 wird damit
1
yi—xj

T (Offensichtlich ist i- £ =0 =

=14
I

- @xR)+y -G xB)]

C g™

ve

Q
~
=

3/
=1
4
)

A=Txk
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den Fluf nun in der Form

%(V n)ds-é(Pl+Q]) yl \/x2+y2dt
d - -
é(Pl+Q]) —Jt/l——j> dt
=§(de—de)
C

schreiben. Wenden wir nun auf dieses Zwischenergebnis den Greenschen Satz mit den Er-
setzungen P — —Q und Q — P an, wobei G das von der Kurve C eingeschlossene, in der
(x, y)-Ebene liegende Gebiet ist, erhalten wir abschlieffend den GauRschen Satz

f(v n)ds—f(de de)—jf(a—P+—> dx dy

fiir die Ebene.
(Zum Vergleich: Es war mit dem Tangentenvektor t das entsprechende Resultat, der Stokes-
sche Satz fiir die Ebene, 56(1/ t)ds = ﬂ (— — —) dx dy.)
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7.2 Beispiele fiir ebene Stromungen

Im Folgenden verifizieren wir den Gauldschen Satz fiir die drei bereits bekannten Beispiele
ebener Stromungen.

Beispiel 1: Die lineare Strémung ¥ = ay - mit a > 0, sodaB P = ay und Q = 0 ist.

* Fluf3 (Linienintegral)

y : 7,
il vi ds i , 3 -
3 7
> s
o —j 0 dx TV
— d ~
C, i ay dy " il "
I
Cs j 0 —dx S I
C i d T 1 “
4 b Ty T iy x

Wir erhalten also fiir den Fluf3

Y3 Y

§(T/-ﬁ) ds ZJay dy+f(—ay)(—dy)=0.
C ¥

N4l 3

* Flachenintegral

ap d .
Es ist — =0 und 3_Q = 0. Damit ergibt sich eine Ubereinstimmung, denn es ist
y

dx
ff (_21; + —Z(j) dx dy =0.
G

Resultat: Der Netto-FluR dieses Vektorfeldes durch diese geschlossene (orientierte!) Kurve ist
Null. Es stromt so viel Fliissigkeit aus dem Gebiet G aus, wie eingeflossen ist. Man
sagt: Die Fliissigkeit ist inkompressibel.
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Beispiel 2: Die radiale Stromung ¥ = af = a(xi + yj) mit P = ax und Q = ay
* Fluf3 (Linienintegral)

Yp Es gilt iiberall auf C, dal v || 7, also
cos(¥, 1) =1 ist und damit

3
<

V-i=vcos(¥,i)=v=ar.

R
< — 5 Wir erhalten in Polarkoordinaten, da
r =R auf C gilt,
27
Ty }S(T/’-ﬁ)ds=J‘aR~Rd<p:2n'aR2.
0

* Flachenintegral

Es ist o _ a und 9Q _ = a und damit
dx dy
ap 0
ff <— + —Q) dx dy = 2aff dx dy = 2a- nR?.
(Das Integral [| dx dy ist der Flicheninhalt des von C umschlossenen Kreises.)
G

Wir stellen Ubereinstimmung fest.
Resultat:

Der Flul} ist positiv, wenn die Fliissigkeit den Kreis von innen nach aul3en durchstromt, aber
negativ, wenn sie in das von dem Kreis umschlossene Gebiet einstromt.
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Kapitel 7. Der Gaul3sche Satz, Flul} und Divergenz

Beispiel 3: Die starre Rotation ¥ = w(—yi + xj) mit P = —wy und Q = wx
* Fluf3 (Linienintegral)

Es gilt Gberall auf C, dafl ¥y 1 1, also
cos(¥, 1) = 0 ist und damit

y )\ - - -
Al V-n=vcos(¥,i)=0.
Wir erhalten also
jg(ﬁ -i) ds =
T C

* Fliachenintegral
0

Es ist (;’_P =0 und —Q = 0, und damit wird
X

oy

iibereinstimmend

H(a—P+a—Q> dx dy =0.

Die Kurve C wird umstromt, aber nicht durchstromt.

7.3 Verallgemeinerung des Gauldschen Satzes auf drei
Dimensionen

Bisher haben wir uns auf ein zweidimensionales Vektorfeld beschrankt. Anschaulich war dieses
Vektorfeld die Geschwindigkeit v einer stromenden Fliissigkeit in der Ebene. Etwas allgemeiner
soll nun ein Vektorfeld

é=Pi+Qj+Rk
im dreidimensionalen Raum betrachtet werden. Darin ist P = P(x, y, %), ebenso Q und R.

Unsere Aufgabe besteht darin, anstelle des Flusses durch eine (nicht notwendig geschlosse-
ne) Linie C den FluR durch eine Fldche S mit dem Fldchenelement df =7 df zu berechnen,

f(q?ﬁ)ds — [[@-maf=]]édf.
S 5
C
Der Fluf3 durch eine geschlossene Flache S, die ein Volumen V umgibt, ist durch
gfﬁgz? df:@fp-?df+@§Q-7df+@§R% df
3 3 S S

gegeben. Wir behandeln nun exemplarisch den 3. Summanden, die beiden anderen ergeben
sich dann in analoger Weise.

Die Flache S zerlegen wir in zwei Teilflichen S; und S,, deren jede durch eine Funktion
%1(x, y) beziehungsweise z,(x,y) beschreibbar sein soll. Die Wertepaare (x,y) sind dabei
dem Grundgebiet G zu entnehmen.
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Danach ist der dritte Summand

@R.i df:ﬂR-K df1+ﬂR% df
S S S

mit
- dz1» O
df1=<—ﬁl—ﬁj+k) dx dy,
dx dy
y sodal? _Iédflz dx dy ist und mit
- 02y » 029+ =
df2=<ﬁi+ﬁj—k) dx dy,
4 dx dy
§=8,+S, sodald %dﬁz—dx dy ist.

S1:z2=21(x,y), Sy,: 2=23(x, o o
' 16) 2 .7 Dabei ist zu beachten, daly df; und df, je-

weils die Richtung der dufSeren Normalen
haben.

Damit folgt

PRr-Tdf = [[{RIx, y,2(x, )1 = RIx, y,2(x, )1} dx dy .
S G

Andererseits ist das Volumenintegral

21(x,y)

fﬂ—dxdydz_ﬂ fg—idz dx dy

2(x,y)

z=21(x,y)
_ﬂ RCx,y, 2)E220 dx dy

= jj{R[x,y,zl(x,y)J —RIx, y,z(x, )]} dx dy.
G
Der Vergleich ergibt

@ R-kdf = ﬂf—dxdydz

S
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In gleicher Weise erhalten wir fiir - df
die beiden anderen Komponenten des

Vektorsd_;
ffa-7af=[f] S arayas 7
S \%4
@P-?df=ﬂfg—idxdydz, € dfs
S Vv

wobei die Abbildung die Zerlegung
der Flache S fiir die Berechnung des
zweiten (oben) und des ersten (un- df
ten) Summanden zeigt.

T

Alle drei Teilresultate zusammen ergeben den Fluf3

@Sﬁbdf fjf(ap a—Q+%> dx dy dz

des Vektorfeldes qZ; durch die geschlossene Fliache S. Darin ist der Integrand des Volumeninte-
grals die Divergenz des Vektorfeldes ¢,

. - P 8Q OR
divpg=V-¢ = 8y+5’z .

Mit diesem Begriff kann der Gauf$sche Satz in der kompakten Form
S@Sq'b’ df = Hj divg dv
S 14

aufgeschrieben werden. In Worten: Der Fluf3 eines Vektorfeldes qB durch eine geschlossene
Flache S, die ein Volumen V umschliel3t, ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz von ¢.

Zur Bedeutung der Divergenz Die Divergenz ist nach Definition ein Differentialoperator,
der, angewandt auf einen Vektor, einen Skalar ergibt. Wir betrachten die zweidimensionalen
Beispiele noch einmal, um so die Bedeutung der Divergenz zu erkennen.

76



Karl-Heinz Lotze — Mathematische Methoden der Physik I

Beispiel 1: Die lineare Stromung ¥ = ay - { mit a > 0

e Fluf3
}(Ti-ﬁ)dszo
C

* Divergenz
divi =0

Die Stromung ist inkompressibel. Wir stellen Ubereinstimmung fest.
Beispiel 2: Die radiale Strémung ¥ = aF = a(xi + yJ)

e Flul®
%(V-ﬁ)dszZa-nRz
C

* Divergenz

divi = 2 > 0, wenn die Stromung expandiert (Quelle)
vV =2a
< 0, wenn die Stromung kontrahiert (Senke)

Das rechtfertigt die Bezeichnung Quellstdrke fir die Divergenz div¥. Zusammen mit dem Sto-
kesschen Satz zeigt sich also, daf’ eine radiale Stromung ein wirbelfreies Quellenfeld ist.

Beispiel 3: Die starre Rotation v = & X 7 = w (—y?+ xf)

e Flul}
jg(?/-ﬁ)ds=0
C

* Divergenz
divy =0

Es liegt weder eine Quelle noch eine Senke vor. Zusammen mit dem Stokesschen Satz zeigt
sich hier, dal$ die starr rotierende Stromung ein quellenfreies Wirbelfeld ist.

7.4 Beispiele fiir den Gauf3schen Satz

Beispiel 1: Verallgemeinerung der radialen Stromung auf drei Dimensionen
* Stromungsfeld: V=arf=a (x?+ yi+ 272)

a) Flul durch die offene Flache einer Halbkugel
* Fliche S: Obere Halbkugel x? + y?+22=R? 2z >0
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e Flul}

Fiir die Kugeloberflache ist das Fla-
chenelement in Kugelkoordinaten

df =&, -r’sin® d¥ do.

Mit Vv = ar - é, wird

V- dfzarBSim? dd dey.

Auf der Oberflache S ist r = R. Damit erhalten wir fiir den Fluf3

/2 2
ij/’ df = aR® f sin? dﬁJ dy
5 0 0
=2naR® = L 4?71139 3a

b) Verifikation des Gaulsschen Satzes bei Fluf$ durch eine Vollkugel.
Die Fliche S : x2 + y? + 22 = R? ist geschlossen.

e Fluf}

oo 4m
@Svdf:Z-ZnaRBZ?R:%‘Ba
S

* Divergenz
divV = 3a

Damit wird das Volumenintegral mit iibereinstimmendem Ergebnis

divy dV = 3a dv =3a- ﬂﬂ:R?’ =4naR®.
\%4 1% 3

Anmerkungen:

. e L ——
a) In diesem Beispiel ist divV = const und

R | - a2
leV_VSE.ﬁVd .

Das bleibt auch im allgemeinen Fall richtig, wenn kleine Volumina um lokale Punkte P
betrachtet werden.

Die Dimension ,,Fluf pro Volumen*“ legt fiir divy auch die Bezeichnung Flufsdichte nahe.

b) In drei Dimensionen ist div? = 3.
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Beispiel 2: Verifikation des Gauf3schen Satzes bei einem Fluf’ durch einen Zylinder

* Vektorfeld qg : z
¢ =3xy% - T+3x%y - J+2° -k /_de h
- 2
dive =3y2 4+ 3x2 4322 =3(x? + y2) + 322 \_/
M
* Volumen V: Kreiszylinder mit
h
x2+y2£R2und——Sz§— R
2 2 =de v
* Fliche S: / R -
2 v2<pR2 o —_h T 7
G:x“+y“<R%, z=—3 ____Ij{sa\d\f .
¢ 3

D:x2+y2SR2,z=% \_/

M: x?+ y? =R?, —gSzg

N|I=

D: Deck-, G: Grund-, M : Mantelfliche

* Flul3 (Oberflachenintegral)
(Peaf=[[eaf+[[Faf+|[[&df
S G D M
Grundflache G:
df =—k-dxdy)| _ _ 1
h qbdfz—zdedy:gh?’dxdy
z=—=
2
Deckflache D:
df =k-dxdy| _ _ 1
h ql>df=z?’dxdy=§h3dxdy
z=—
2
Mantelfliche M: Mit x =Rcos ¢ und y = Rsin ¢ wird
df = (cos¢-i+sinp-j)-Rdy dz
q_g df =3 (xy2 cos ¢ + x2y singo) Rdy dz
=3R* (cos2 ¢ sin? ¢ + cos? ¢ sin? go) dy dz
= 6R*cos? psin ¢ dyp dz.
Somit erhalten wir fiir den Fluf3
27
2.1
{$édf = §h3-ﬂ dx dy+6R4Jcosz<,osin2cp dy
s G

0

dz+%h3-£f dx dy

|
Nl i

1 2 1
= 2R3 aR2+ 6R* 2L h+ —h3nR?
8 8 8

— Tr2p <1h2 + 3R2> .
2 2
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* Divergenz und Volumenintegral

Mit x2 + y? = o2 wird in Zylinderkoordinaten

divq’g =3 (92 +zz)

und
R 2m h/2
ff diV(]ng:BJQdQJ de J dz(92+zz)
v 0 0 —h/2
R R h/2
=3-2n~hJ93 dQ+3'2TEJQdQ f 22 dz
0 0 —h/2

1
=T <3R2 + —hz) .
2 5

Wir stellen Ubereinstimmung fest.

Beispiel 3: Es sei d = rot q§ .

Wenden wir auf dieses Vektorfeld d nacheinander den Gaul3schen und den Stokesschen Satz
an, resultiert

ff divrotq_5 dv = @rotd; df: f q_g dr =0,
14 s

Cs
denn eine geschlossene Flache S hat keine Randkurve Cg.

Resultat:

divrot$z§-(§ X (;_5) 0

Expliziter Nachweis:

divrotd; = i (

JR B_Q> 0 ( JR 8P> 8<3Q 3P>_0
dx N

—— +— (= +==—-=
Jdy 0Oz y ox 0Oz dz \dx OJy

Beispiel 4: Der Laplace-Operator und die Greenschen Identitdten
Es sei ¢_§ = AA mit A = A(7). Dann ist
. . 0 0 0
divg =div(A4) = ——(AA,) + s—(AA)) + = (A4,)
dx y 0z

0A, 0Ay, 0A
=)L< XXy Z)-i—(a—AAx-l—a—AA +@Az>,

dx oy 0z dx oy 7V 0z

es gilt also die , Produktregel”

div(AA) = A - divA+A-gradA.
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Der Vektor A soll nun als Gradient einer skalaren Funktion U darstellbar sein, A = grad U.
Dann wird aus der Produktregel

div(AgradU) = A -div(gradU) + grad U - grad A

Darin ist

div radU—ia—U+ia—U+ia—U
&  9xdx 0Odydy 0z dz

was auch als

divgradU =

geschrieben werden kann. Der Operator

0% 092

A=V? 8—2+ +
ox% 0Jdy2 0z2

heil3t Laplace-Operator.

Wenden wir auf ein Vektorfeld q_5 = Agrad U den Gaufdschen Satz an, folgt die 1. Greensche
Identitdt

g Agrad U df = IJI(AAU +gradU - gradA) dV |.
S v

Nach Vertauschung von A und U und Subtraktion resultiert die 2. Greensche Identitit

@S(Ugradx — AgradU) df = jﬂ(um —_2AU) AV |,
S \%
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8 Differentialoperatoren in krummlinigen
Orthogonalkoordinaten

Wir haben bisher krummlinige Koordinaten hauptsédchlich dazu benutzt, Linien-, Flichen- und
Volumenelemente sowie die kartesischen Vektorkomponenten durch sie auszudriicken. Nun
behandeln wir Eigenschaften von Vektoren, insbesondere auch Vektor-Differentialoperatoren,
wenn diese nach den Basis-Einheitsvektoren der krummlinigen Koordinaten zerlegt werden.
Wir erlautern die Grundideen am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten und fassen, um Re-
chenaufwand zu vermeiden, die Resultate fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten in einer ab-
schlieBenden Ubersicht zusammen.

8.1 Vektorkomponenten

Beispiel: Polarkoordinaten
Die ebenen Polarkoordinaten haben wir durch ihren Zusammenhang
X =rcosyp, y=rsing

mit den kartesischen Koordinaten und dessen Umkehrung

r=1/x2+y2, cpzarctan%

charakterisier. Die Basis-Einheitsvektoren sind

€. =cosp-i+sing-j, €, =—sing-i+cosy-j

mit den Umkehr-Formeln
i=cosyp-€ —sinp-&,, j=sing-€.+cosp-€,.

Da ein Vektor A ein eigenstindiges, nicht an ein bestimmtes Koordinatensystem gebundenes
geometrisches Objekt ist, konnen wir ihn sowohl in seine kartesischen als auch in seine Polar-
komponenten zerlegen,
A=A T+A,J=AZ +ALE,.

Die ,, Auflésung® nach bestimmten Komponenten geschieht durch Multiplikation mit den Ein-
heitsvektoren und Ausnutzung von deren Orthogonalitét,

A =A-2. =A.-(i-8) +A, - (G-2.)=A,cosp +Aysing
=A-8,=A,-(i-€,)+A,-(j-€,)=—A,sinp+A, cosy

und umgekehrt

A =AT=A, -, -?)+A(p (&, -?)zArcoscp—A(p sin
Ay =Aj=A @ )D+A, (€, J)=Asing+A,cosp.
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Durch Vergleich stellen wir fest, da sich beim Ubergang von den kartesischen Koordinaten
zu den Polarkoordinaten und umgekehrt die Vektorkomponenten wie die Basis-Einheitsvekto-
ren transformieren.

8.2 Beispiele

Beispiel 1: A= gradU

o, d 1
Mit a—r =X —cos P, a—(p = ——sin ¢ (und den entsprechenden Ableitungen nach y) wird
x r X r

au au
(gradU), = — -cosp + — -siny

dx y
oudr JdUdy oudr 2dUdy

=|—=—+=— + (= — i
<8r8x &pax)cosga <8r8y agoay)Slmp

(aU oUu 1 <3U . oUu 1 .
=|—=—cosp——=sinp |cosp + | —siny + — =c0sp | sinyp
or r ar r

_av
- or’

1
Auf die gleiche Weise erhalten wir (gradU),, = —g—U.
roy

Beide Resultate zusammen ergeben

au , 10U |
gradU=a—~er+——~e

r rde 7

Wir stellen fest, daf’ die Komponenten des Gradienten nicht generell die Ableitungen nach
den Variablen des jeweiligen Koordinatensystems sind. Hier tritt bei der ¢-Komponente der
Faktor % hinzu. Schon aus Dimensionsgriinden muf? hier eine reziproke Linge stehen, da der
Gradient die Dimension einer reziproken Linge hat, der Winkel ¢ aber dimensionslos ist.

Beispiel 2: divA
Zunichst ist

aA"+aﬂ
dx dy
_(anﬂ_i_ana_@)_i_ aﬂﬁ_kaﬁa_(p
~\dr dx 3d¢ dx or dy Jd¢ dy

divA =

und nach Einsetzen von A, und A, ausgedriickt durch A, und A,

. 0A, 1 1904, 10 10A
divA= =L+ A +-—F=———(rA)+-—— |.
or r rde ror r oy
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Warnung: An dieser Stelle ist eine Warnung betreffend die Benutzung des Nabla-Operators
in krummlinigen Koordinaten angebracht.
Wir definieren den Nabla-Operator gemal3

-

V= é’i ela
"or Yray’

sodaf VU = grad U ist. Dabei haben wir bewuft die Basisvektoren vor die Ableitungen ge-
stellt, da sie im allgemeinen selbst von den Variablen abhéngig sind und die Ableitungen stets
auf alle rechts von ihnen stehenden Groéf3en wirken.
Wir berechnen mit Orthogonalititsrelationen fiir die Basis-Einheitsvektoren das symbolische
Skalarprodukt

- - (., 0 10 o S

VA= ( 37t 70 ) (A8 +ALE,) .
Nun kénnten wir der Versuchung erliegen, zuerst das Skalarprodukt der Basis-Einheitsvektoren
zu berechnen, um

-

P A, vz oz 1 9A,
‘€ €,
"ar ¥ Prdp
zu erhalten. Das ist falsch! Im Resultat fehlt der Summand —A Durch d1e Wirkung des Nabla-

dé
Operators nach rechts sind auch die Ableitungen auf ¢, und €, also d =€, und d—j —€,

zu beriicksichtigen. Richtig ist

2

V. A=z ar)+ar%(A¢a¢)+§¢%%(,qra)+zwraw(A¢*¢)
g29Ar }%+€/E{?/aﬁ+é 1A é,+¢e laﬁz —W
rar or "8  rTY Yrop ¥ roer
% —A 18A
ar r aap

Dabei verschwinden die durchgestrichenen Terme einzeln aufgrund der Orthogonalitit der
Basis-Einheitsvektoren.

Beispiel 3: AU

Mit den Ergebnissen der Beispiele 1 und 2 wird der Laplace-Operator in Polarkoordinaten

120 ( 8U) 1 9%U
r + ==
or

AU =di dU =——
verd ror r2 02

8.3 Zusammenfassung und Formelsammlung

Weitere Ergebnisse, insbesondere fiir die Rotation eines Vektorfeldes in Polarkoordinaten und
alle entsprechenden Resultate fiir die Zylinder- und Kugelkoordinaten stellen wir in einer Zu-
sammenfassung tabellarisch zusammen. Die Ausdriicke fiir ebene Polarkoordinaten ergeben
sich aus denen fiir Zylinderkoordinaten, wenn die z-Koordinate ignoriert wird.

¢ Linienelement:
ds? = g% dxf + g% dx% + g% dx§
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Jeder der metrischen Koeffizienten g;, g, und g; kann im allgemeinen von jeder der
Variablen x;, x, und x5 abhingen.

Beispiele: Kartesische, Zylinder- und Kugelkoordinaten

X1 X2 X3 | & &2 &3

kartesisch | x y 2z | 1 1 1
Zylinder e ¢ =z |1 p 1
Kugel r 9 ¢ |1 r rsint

Der Leser ist aufgerufen, alle nachfolgenden Formeln fiir Zylinder- und Kugelkoordina-
ten zu explizieren.

¢ Volumenelement:
dV = g18283 - dx; dx; dx;

¢ Basis-Einheitsvektoren:

. 1 o7 . 1 o7 . 1 7
e1="—" "3 2= o 3= — 4o
g1 9x; g2 0xy 83 0X3
* Gradient:
10U 10U 10U
gradU= ———-é;+ ——— €+ ———"¢3
81 9x; 82 9x3 83 0x3
* Nabla-Operator:
-_, 1 d , 13 , 13
V=e

1° +62'__+€3'__
&1 axl g2 9x;y g3 0x3

Die Basis-Einheitsvektoren stehen links von den Differentialoperatoren.

* Divergenz:

Lo 1 0 o) o)
divA = — (A 18283)+ (g1A2g3)+ (g182A3)
g1g2g3 0x;
¢ Rotation:
g1€1 8262 &3€3
- o) 0 0
TrotA =

818283 |9x1 Oxy; Ox3

8141 8Ar 8343
Die symbolische Determinante wird nach ihrer ersten Zeile entwickelt.
Beispiel: In Kugelkoordinaten ist

A= — 9A,) — - (rA
(rotA), r2sind {3“0 (rsm ) acp(r 2
1 T8 aAﬂ}
- 9A .
oo Lag CnPAy) ER
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* Laplace-Operator: AU = divgrad U

AU = 1 [ 9 (gzgs 9U>+ 0 (glgB 3U>+ 9 (g1g2 3U>}
218283 LIdx; g1 9x; R ) g2 90Xy Jx3 g3 Oxs3

8.4 Zusatzlicher Inhalt: Beziehungen zwischen
Vektor-Differentialoperatoren

Im Zusammenhang mit dem Stokesschen und dem Gauf3schen Satz haben wir bereits die bei-
den Identitiaten

rotgradU =0
divrotA=0

kennengelernt und, zuriickgehend auf die Definition der Differentialoperatoren, ihre Giiltig-
keit in kartesischen Koordinaten bewiesen. Da es sich um Vektor-Beziehungen handelt, gelten
sie auch in den anderen Koordinatensystemen. Mit der anschaulichen Bedeutung der Opera-
toren grad, div und rot leuchten diese Beziehungen auch unmittelbar ein.

Eine weitere Relation ist
rotrotA = graddivA— AA.

Wir haben bisher den Laplace-Operator durch AU = divgrad U, also durch Anwendung auf
eine skalare Funktion U definiert. Die Anwendung des Gradienten auf einen Vektor ist nicht
erklirt. Gleichwohl kénnen wir den Laplace-Operator auf einen Vektor A wirken lassen,

A= 1 _{3<82833)+3<g1833>
818283 Ldx; g1 9x; dxy g2 90Xy

d o)
<g1g2 )} (A2, +Are, +Asds) .
8X3 g3 3x3

Dabei haben wir aber zu beachten, daf$ die Ableitungen im allgemeinen auch auf die Basis-
Einheitsvektoren wirken, was zu zusitzlichen Beitrigen zu den Komponenten von AA fiihrt,
sodal} (M)i nicht gleich AA; ist (i =1, 2,3), es sei denn, dal? der zugehorige Basisvektor eine
konstante Richtung hat.
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Beispiel: Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten finden wir

. 1(, 23A<p
( )Q e 92 e 89
AA A — 2 (a 28A9
(A4), = ez \ A2,

(M)z =AA,.

o - 47—
Hier ist (AA), = AA,, da €, = k = const ist.

Desweiteren gelten — wieder koordinaten-unabhéngig — die , Produktregeln®

grad(UV)=U-gradV +V -gradU
grad(A-B) = (B - grad)A+ (A- grad) B + A x rot B + B x rotA

div(AA) =A-divA+A- grad A
div(Ax B) =B -rotA—A-rotB

rot(AA) = A -rotA+ (grad A) x A
rot(Ax B) = (B -grad)A— (A- grad)B+A-divB —B - divA.
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9 Zusatzlicher Inhalt: Die Symbole von
Kronecker und Levi-Civita

In diesem Abschnitt werden wir keine neuen Resultate herleiten, sondern vielmehr bekannte
Ergebnisse der Vektoralgebra und -analysis im Indexkalkiil formulieren. Wir arbeiten dabei
in kartesischen Koordinaten, obwohl dieser Formalismus auch in krummlinigen Koordinaten
funktioniert.

9.1 Skalarprodukt und Divergenz

Bisher haben wir Vektoren mit Hilfe der Basis-Einheitsvektoren durch ihre Komponenten in
der Form

d=a, i+ ; _lé
dargestellt. Nun fithren wir die Bezeichnungen a,, = a;, a, = ay, a, = az sowie i i=¢ L] =8,
k = €5 ein. Damit konnen wir die Komponentendarstellung in der Form
3
Ei = algl + azgz + a363 = Zaizi
i=1
aufschreiben.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren d und b ist dann
3 3 3 3
S YTD NI 3y NI
i=1 j=1 i=1 j=1
Dabei ist zu beachten, dal} die Indizes unabhéngig voneinander die Zahlen 1, ..., 3 durchlau-

fen. Sie miissen daher fiir die Vektoren @ und b verschieden bezeichnet werden — wie etwa i
und j und nicht etwa beide Male i.
Da die Basisvektoren orthogonal und normiert sind, gilt fiir deren Skalarprodukt

. 1firi=j
€ €= e
Ofliri#j.
Wir definieren nun das Kronecker-Symbol

lfiri=j
5ij: . e g
Ofiri#j.

Mit dessen Hilfe ausgedriickt, enthilt die Orthonormalitdtsrelation

- -
ei.e.

=6

J
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Kapitel 9. Zusétzlicher Inhalt: Die Symbole von Kronecker und Levi-Civita

die vollstandige Multiplikationstabelle fiir das Skalarprodukt. Somit kann das Skalarprodukt
zweier Vektoren d und b nun als

a-E:ZZB:aibjaijz

i=1 j=1 i=1

e

aibi = a1b1 +a2b2+a3b3

geschrieben werden. In der Summe iiber j ist wegen des Kronecker-Symbols nur der Summand
von Null verschieden, fiir den j =i ist.

Zur weiteren Vereinfachung der Symbolik treffen wir nun noch die Einsteinsche Summen-
konvention genannte Vereinbarung, daf

* {iber doppelt auftretende Indizes summiert und
* das Summenzeichen weggelassen wird.

Damit wird das Skalarprodukt
a-gzaibj&j:aibi, (l,]:1,2,3)
Anmerkungen:

* Das Skalarprodukt ist eine Zahl; die Summationsindizes kommen im Ergebnis nicht vor;
sie sind ,,stumm* und diirfen umbenannt werden. Es ist demnach a;b; = a; by = a,,b,, =
...,solangei,k,m,... gleiche Werte annehmen. (Zum Vergleich: Im bestimmten Integral
kommt nach Einsetzen der Grenzen die Integrationsvariable auch nicht mehr vor.)

* Esist
51'1' :511 +522+533 :3

* Esist aul’erdem
axi

an

=0;; Mt X;=X,X3=Y,X3=3.

Beispiel: Potential und Feldstérke eines elektrischen Dipols

Das Dipolpotential ist durch

1 D

U= P'T , D= const
4mey 13

=

gegeben. Wir berechnen die zugehérige Feldstirke E = —grad U.

Esistr = \/x% + xg + xg = (xmxm)l/z. Damit wird

Zi _ﬁ PrXk i —3/2
{grad rSL = 9x; (o2 Do, et

_ 3 _
=pk5ik(xmxm) 32 Epkxk(xnxn) 5/z(xm5im +xm5im)
_Dpi 3 .
3 E(P’”)xi-
Resultat: . . o
gradP L = P NGRS
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Die Divergenz haben wir bisher in der Form

da, N 3& N da,
dx dy 0Oz

divd =

aufgeschrieben. In der neuen Notation ist

., Jday Jda, OJas 2 da;
divd = +—=+ =
v 3x1 3XZ 3x3 Z

und unter Verwendung der Summenkonvention

aai
X

divd =
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Anmerkungen:

— 3 - 3 - a 7
* Wir wissen bereits, dal} wir mit Hilfe des Nabla-Operators V = —i + —j + —k die
dx Jdy 0z
Divergenz symbolisch als das Skalarprodukt divd = V - d schreiben kénnen.

Im Indexkalkiil ist

v v 9
—_ .=
! axi
und damit
N aal’
divd =V;aq; = —.
axi
* Speziell fiir d = 7 wird
dx.
le?: XI :5ii:3
axi

* Der Laplace-Operator ist bei Beachtung der Summenkonvention

8 oU _ 2%U

AU =divgradU = — 2= = _
vera axi axi axiaxi

9.2 Vektorprodukt und Rotation

Das Vektorprodukt ist, komponentenweise aufgeschrieben,
3 3 3
Ez’xsz(d’xb) ZZa]bkexek
i=1 j=1k=1

Um den Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung der Faktoren in diesem Vektorprodukt zu
erfassen, fithren wir das Levi-Civita-Symbol

{(—I)N wenn alle Indizes verschieden sind
ijk =

0 wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind

mit drei Indizes ein. Darin ist N die Anzahl der Inversionen der natiirlichen Reihenfolge 1-2-3,
also die Antwort auf die Frage, wie oft ein Index mit gréferem Zahlenwert vor einem Index
mit kleinerem Zahlenwert steht.

Beispiele:
€193 = 1 , denn N=0
€93 =—1, dennN=1 (2vor 1)
€931 =1, denn N=2 (2 vor 1 und 3 vor 1)

Wir sehen also, dal? jede Vertauschung zweier Indizes ein Minuszeichen erzeugt (Vorzeichen-
wechsel). Man sagt: ¢;;; ist total antisymmetrisch.

Anmerkung: ¢;;; wird oft ,,¢-Tensor” genannt, wobei wir Tensoreigenschaften an dieser Stelle
jedoch nicht behandeln.
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Mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols wird (bei Beachtung der Reihenfolge der Indizes auf der
linken und rechten Seite)

- -

€; X €x = €;jk€;,

denn nach der Multiplikationstabelle fiir das Vektorprodukt ist

€1 X €y = £319€3 = €3, (?X 7= ﬁ)

€1 X €3 = €138, = —&,, (ixk= —7)

€y X €3 = £193€; =€, (;Xi:i}

€, X € =¢€r116 =0, (ixi=0)
Uusw.

Damit kann das Vektorprodukt unter Verwendung der Summenkonvention in der Form

(Ei X b)igi = Cljbk(gj X Ek) = Eijkajbké'i

-

geschrieben werden. Mit €;é,, = §;,,, folgt nach Multiplikation mit €,

(@ % b);im = €ijkajbibim

(6 X b)m = smjkajbk .

Beispiel: (a X b)l = gljkajbk = 8123a2b3 + £13203 b2 == a2b3 —_ a3b2

Dabei ist die Reihenfolge der Summationsindizes und der Faktoren zu beachten, denn das
Vektorprodukt ist nicht kommutativ. In diesem Beispiel: Der erste Summationsindex j ist Index
des ersten Faktors d.

Die Rotation rotd = V x d konnen wir mit dem Levi-Civitd-Symbol nun in der Form

(rotd@); = €;jiVjak = &iji 5~
j

schreiben.
Beispiele:
a)d=r
S 9 Xy
(rot?); = Eijk 3y

J

1
= &i10jk = E(Sijk(sjk + £kj0kj), (Umbenennung j < k im 2. Summanden)
1
= E(Sijk +&ikj)0jk, dadji =0y

1
= E(Eijk —&ik)0j =0, daey; =—¢;i
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b) divrotd

d 3(1]( 32ak
3xi Ukan l]kaxiaxj'
1 32ak Bzak
=—| &; +e; , (1 j im 2. Summanden
2 <gl]k8xi3xj Eﬂkaxjaxi (t=] )
1 82ak . . .
> (81- ikt eﬁk) EPEIE (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen)
i94]
1 (8 ¢ ) 32ak
== (e;ix— Eiix =
2 Y Y axia.x]‘
¢) rotgradU
o oU o%U

gijka_xja_xk = eijkm =0, (Begriindung wie Beispiel (b))

Eine wichtige Beziehung Wir beweisen schlief3lich noch die wichtige Beziehung
&jk€itm = 010km — 0 jmO

und illustrieren ihre Bedeutung durch zwei Anwendungen.
Wegen der Summation iiber i ist

€ijk€ilm = €1jk€1lm T €2jk€2im T €3jKk€3Im -

Damit der erste Summand von Null verschieden ist, muR j # k und [ # m sein, und j, k,I und
m diirfen nicht gleich 1 sein. Eine Moglichkeit ist beispielsweise j =2, k =3 und [ =3, m = 2.
Fiir diese Werte von j,k,l und m verschwinden aber der zweite und der dritte Summand.
Entsprechendes gilt fiir den zweiten und den dritten Summanden, so daf von der Summe iiber
i nur ein Summand {ibrig bleibt. Fiir diesen Summanden gibt es die folgenden Moglichkeiten:

€123€123 = €132€132 = 1, €123€132 = €132€123 = —1
€213€213 = €231€231 = 1, €213€231 = 2316213 = —1
€312€312 = €321€321 = 1, €312€321 = €321€312 = —1.

Wir zeigen nun die Ubereinstimmung jedes dieser Summanden mit der zugehérigen rechten
Seite der zu beweisenden Beziehung. Es ist mit den Eigenschaften des Kronecker-Symbols

a) £1936193=1: j=1=2, k=m=3 — 090330363, =1
b) e133613=—1: j=m=2, k=1=3 — 05363, — 853033 =—1

Uusw.

Beispiele fiir die Anwendung der bewiesenen Beziehung:
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a)

b)

Entwicklungssatz fiir das doppelte Vektorprodukt

Es ist
[d@x (b x3)]; = &ijxaekimbicp -

Wir bringen den doppelt auftretenden Summationsindex k an die gleiche (hier erste)
Position in beiden Levi-Civita-Symbolen. In dem ersten der beiden Symbole ist
Eijk = —€ikj = Ek;j und damit

[d x (B x O)]; = exijximaibicm
=(6110jm — 6im0j1)a;jbicy,
= (apmCm)b; _(ajbj)ci
=(@-2)b,—(@- b)c;.

Resultat: @ x (bx¢)=(d-8)b—(@-b)¢
rotrotd

Es ist

[rotrotd] 9 (rotd) 9 o
al; = &;:;7,— a = £::7.—E& —a .
i 1]k3x_ k 1]k3xv klmaxl m

j j
Mit der gleichen Prozedur wie in Beispiel (a) erhalten wir daraus

. d%a,,
[rotrotd]; = EkijEkim G

Xj X
d%a,, d%a,, d2a;

dx;0x; - 0x,0x; B 0x;0x;

= (5i15jm - 5im5jl)

_iaam_ d2a;

© 9x; Oxy Ox;0x;
~——

divd

=[graddivd — Ad];

Resultat: rotrotd = graddivd — Ad
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